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Su un problema piu generale di quello di De Brun
per il moto di un corpo rigido intorno a un punto fisso.

Nota di MAria TErEsA Vacca (a Torino)

Sunto. - Si studia il moto di un corpo rigido con un punito fisso, solleci-
tato da forze di tipo particolare. Si trova che Uesistenza di tre inte-
grali primi consente di ridurre Uiniegrazione delle equazioni del moto
alla ricerca di un integrale completo dell’ equazione di Hamilton-
Jacobi, il quale risulta espresso per mezzo di un integrale di un dif-
ferenziale esatto.

1. 11 problema di F. pr Bru~N (}) riguarda lo studio del movi-
mento di un corpo rigido, le cui molecole sono attratte da un
piano fisso, proporzionalmente alla distanza da questo piano, nel-
Y ipotesi che il corpo abbia in esso un punto fisso.

Nel nostro caso la forza agente sul generico punto P, del
corpo, di massa m,, sia della forma

I F, =m,(axi + by,J + ca, k) X Y * %

ove x,, ¥,, 2, sono le coordinate di P, rispetto alla terna O(xyz)
di assi principali d’inerzia relativi al punto fisso O; a, b. ¢ sono
delle costanti; ¢, j, £ sono i versori degli assi; y un versore fisso.

Essendo ) una dilatazione avente come direzioni unite quelle
degli assi %, y, #, tale cioé che

M=ai, Aj=0bj, Ik —=ck,
la forza F, si pud scrivere nella forma pil semplice
F,=mMP;— O) Xy -y

Indicando con o, B, vy i coseni direftori di ) rispetto agli assi
«, ¥, # risulta
Y=ot + 8J + vk,

dove «, 8, vy durante il moto saranno funzioni del tempo.

2, Calcoliamo ora i momenti delle forze rispetto agli assi.
Poiche il momento risultante delle forze applicate, rispetto al

() P. AprpeLL, Traité de Mécanique Rationnelle, Gauthier-Villars,
Paris, (1953), t. I1, ch. XXV, n. 499.
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punto fisso O, & dato da
M=ZEmMNP,— 0) <y (P,—O) A Y=
= Sm,(axx, + bBy, + c¢yz,)« (P, — O) A %
si ha

Mx - Ez mz(aamt + b.ﬁ?/z -+ CYzl)('sz - ﬁzt) = ;BY(b p> /yntyn! —¢ 21 w ztz)'

Indicando con A4, B. C i momenti principali d’inerzia rispetto
ad O, si ricava facilmente

1
M., =2ﬂy[h(C—|—A——B) — ¢4 + B—0)]
e analogamente

J@=;mm+3—m—mB+C—M]

M, :%aﬁ[a(B + C—A)—b(C + A — B)].
Ponendo

1

1
P:——-2~a(B+C——A), Q@=—5bC+ A—B), R:—%c(A+B—C),

nol

dove P, @, R sono costanti, possiamo scrivere
M, — (R —Q), M,=v(P—R), M, =xQ - P)
Le equazioni euleriane del moto risultano:

4% _ (B Ogr =8 —Q

P
1) B —(C— Ayp =P —R)
Co (4~ Bipg=18q — P\

a cui vanno associate le equazioni di PoissonN

[ da
‘5=W—W
ds
(2) =YL
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Moltiplicando le equazioni (1) rispettivamente per p, g, », som-
mando e temendo conto delle (2), si ha

1d

dy
3 at!

dx ds
9 Fl 2y — o b had S
Ap® + Bg®*+ Crl)= Pocdt Qﬁdt RYd,t’
da cui si deduce l'integrale dell’ energia
3) Ap* + Bq* + Cr? + Po? + QB*+ Ry =h

ove h & costante.

Moltiplichiamo ora le equazioni (1) rispettivamente per «, 8, ¥
e sommiamo; si ha

d ~

4%+ B39 v 0y 57 + Ap(or — 1) + Bylp — )+ Orng — Bp) =0
dt at dt

e tenendo conto delle (2)

da d d
4 25 (ap) + B (Bq) + C () =0

da cui segue 1’integrale del momento scalare della quantita di
moto

“) Apw. + Bgp + Cry=1£F,

ove k, &-costante.

Moltiplicando infine le equazioni (1) rispetfivamente per Ap,
Bg, Cr e sommando si ottiene

3) % % (A +Bq*+ C*r*)= A(R— Q)pBy + B(P — R)gyx + C(Q — P)rxf.
Se le costanti P, @, R sono tali che

(6) AR~ Q) +BP—R)+ CQ—P)=0 (),

se cioé sussiste la relazione

ABC+A4—B)—c(A+B—C)]+ Bl(A+B—C)—a(B+ C— A)]+
+ Cla(B + C— 4) — b(C + A — B)] =0,

(?) Nel caso di s Brux le quantits B — @, P—E, Q—P sono propor-
zionali alle differenze C—B, A— C, B— A e la relazione (6) & senz altro
verificata.
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ovvero
(6') a(B+C—A4)(C—B)+b(C+A—B)A— C)+c(A+B— C)(B— A)=0,

la (B) si pud scrivere
ra . , -
3 qi AP’ + B¢ + Cr’) = AR — Q)3 + (py — r%) + B(P — Rja-(qy—7B),

cioe, avendo riguardo alla prima ed alla seconda delle equa-
zioni (2), risulta

) [A(R — Q)p* — B(P — R)x*].

0! =
& =

%(A?p? + B?q2 + C!T!) =

0o =

Analogamente dalla (5), tenendo conto della identitd (6), si
hanno le equazioni

1d . 1d ) ;
) 5 gi AP+ B¢ + Cr)= 5 5, [BIP — By — C(Q — P)p]

li(A:pz + B+ CrY) 1 i[C(Q — Py — AR — Q)

5 at 2 dt i

che sono equivalenti alla (7).

Se allora poniamo

L=BP—R)— C(Q—P)
M= C(Q— P)— AR — Q)
N=A(R— Q)— B(P — R)

dalle (7) e (7') segue I'integrale
®) Ap? + B + C* +§(Lac? + MB* + Ny =k,,

ove k, & costante.

Dunque, quando un corpo rigido con un punto fisso & solleci-
tato da forze del tipo (I) in cui le costanti @, b, ¢ sono legate ai
momenti d’inerzia dalla relazione (6) [ovvero (6)], oltre I inte-
grale (3) dell’energia, 1’integrale (4) del momento scalare della
quantith di motfo, esiste anche I’integrale quadratico (8) e questi
integrali consentono di ridurre la risoluzione del problema alle
quadrature.
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3. Introduciamo in luogo di p, g, 7, , 8, y le variabili] canoniche

oT oT oT
I, =— =, =—, 9,
1 pray ©y 70 4, 2% s 9 Y,

ove %, 9, ¥ sono gli angoli di Eulero, mentre 5., ¢,, ¢," sono le
variabili coniugate rispettivamente di %, ¢, .

Sappiamo che sussistono tra p, g, 7, o, 8, y e gli angoli di
Eulero le relazioni

p:\'[)sencpseni*—i—?'scos:g
9) q:@coscpseniv—fssenq)
r="Jcos ¥ + o,
o=—sen ¢ sen
5 B=cosgpsens

’ Y =CO08J;

e ricordando che la forza viva ¢ nel nostro caso

T

1
5 (Ap* + Bq® + CrY),
si trova, tenendo conto delle (9),

S, =Apcosy — Bgsenw
¢, = Cr
$,=(Apsens + Bgcoso)senS + Crcoss.

Da queste relazioni si ricavano p, g, r in funzione delle varia-
bili canoniche %, ¢, ¢, ¥,, ¢,, ¢, e si ha

1 [seno
p=y sen:(%—cplcoss)—i—is,coscp R
1 [cos
q._—_»B Seng(x{/l—(plcoss)—ﬁlsen:p],
7‘:%.

L’integrale (3) dell’energia, 1’integrale (4) del momento scalare
della quantita di moto e I’integrale quadratico (8), espressi in fun-
zione delle variabili canoniche, diventano
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1 [seno 2
H:F1 Sens(np,—cplcosir)—i-isl cos | —+
1 [cos ¢ 2
+ 3 ﬁ(q»,~<?,cos§)—3lsen:p +
©?
+‘—C'+Psen’<psen'23+Qcos"’cpsen‘*’2f+Rcos?3=h
(10) H =V{ =k
sen ¢ z
H, = [sen 3(4:, — 9, CO8J) + T, coscp] +
cos ¢ :
[958 (4 6, 005%) — 3, 5em] +- 97, +

+3(Lsen‘<gsen’3+Mcos”<? sen’S + N cos?’d) = k,.

4. I tre integrali (10) sono in involuzione.
Infatti essendo H, =¢, =k, e non figurando esplicitamente
la ¥ in H e H,, risulta per due delle parentesi di Polsson
[HHl=0, [H,H,]=0.
Come conseguenza del teorema di Poisson (%)), si ha ancora
[HH,] = 0,

poiché la funzione H, non contiene esplicitamente il tempo.

Osserviamo ancora che i tre integrali (10) sono risolubili
rispetto alle variabili 5, ¢,, ¢,, che risulteranno cost espresse in
funzione di %, ¢, ¢, h, k,, k,. Percid introducendo una funzione
incognita w tale che

o ow on
(11) 31:0—3’ (Pl:a_(?, ‘h:@,
le tre equazioni alle derivate parziali

1 (am W ow )
)

/

\

0 5(;7 a_.%/a S, 4 =h
risolubili ora rispetto aaﬂ o o

(12) H=""=k,

0
w ow  ow
2\ 5y %’8_\]/’ S, 9=k,

ow
7 5, 3_44’ sono compatibili.

(®) C. AGOSTINELLY, Lezioni di Meccanica Superiore, Edit. Ing. V. Gior-
gio, Torino, (1948), pag. 309-311.
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Applicando quindi il teorema di LiouviLLE (%), nel caso parti-
colare in cui il tempo non compare esplicitamente nella funzione
caratteristica e neppure in alcuno degli integrali considerati, ri-
sulta che la funzione w(%, 9, ¢, b, k,, k,), soluzione del sistema (12),
& esprimibile come integrale di un differenziale esatto, ossia &

(13) w= [ (13 + oy + 4,0,

ove in luogo di ¥,, ¢,, ¥, si sostituiscano le corrispondenti espres-
sioni in termini di ¥ e ¢, date dalle (10).

L fw 0w 0w . .
Poiche H(E’ 357 a—q), 3, qz) ¢ la funzione caratteristica che
compare nell’equazione alle derivate parziali di HaMmiuroN-JacoB:

e non contiene esplicitamente il tempo, 1’equazione di JAacoBI in
guesto caso si riduce alla forma

tw ow  ow )
H<a_3) %) a—k!l’ 3, (?)'—h

ed bha la funzione w(5, 9, ¢, h, k,, k,), fornita dalla (13), come inte-
grale completo, contenente, oltre ad h, due costanti arbitrarie es-

senziali.

Per il teorema di JacosI (°) gli integrali generali delle equa-
zioni del moto sono dunque

ow , w ., __
(14) a_k,:k“ '079;——1"27 t_t°—ah’

o ow o

(15) 3133_3: ‘f'l‘:%v 4’1;5‘!77

. . 3 . . ’ - ’
con sei costanti arbitrarie h, k,, k,, ¢,, &'\, ¥',.

Le prime due delle (14) definiscono la successione delle confi-
gurazioni geometriche per le quali passa il corpo rigido durante
il movimento, mentre 1’ulfima fornisce il tempo impiegato a rag-
giungere una di queste configurazioni.

Le (15) forniscono invece le componenti lagrangiane della velo-
cith del corpo rigido. »

Le {14) e (15) definiscono dunque completamente il movimento
del nostro corpo rigide intorno al suo punto fisso.

() C. AgosTINELLI, loc. cit., pag. 336-342.
%) C. AGosTINELLT, loc. cit., pag. 150-158.



