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Limitazioni di taluni polinomi e in particolare
di quelli di Laguerre.

Nota di GTIUSEPPE PALAMI (a Lecce)

Sunto* È contenuto nella breve introduzione che segue.

Con un metodo del tutto elementare si ottengono qui limitazioni
di polinomi di una classe assai estesa che comprende, ad esM

quelli di LAGTJERRE.

Il metodo consiste nello svüuppo di un polinomio in frazione
continua e nel dimostrare, sotto certe condizioni, che il polinomio
è compreso fra due qualsiasi ridotte successive a partire da quella
avente un indice opportuno.

1. O. PERROK (l) dà il seguente svüuppo in frazione continua
di una serie di potenze

c9

(l)
c

11 1 + * -x

(L) Cfr. O. PERRON, Die Lehre von den Kettenbrüchen, Leipzig und
Berlin, (pp, XII -t- 520), (1953), p. 207.
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che, se il primo meinbro délia (1) è il polinomio

(2) B{n\x) = Co - CXX -+- C,X* — ... -H- ( - l)nCnX>\

in cui c, sono funzioni di n ed a (od eventualmente di r al tri
parametri «2, ..., ocr), dà, se poniamo inoltre

(3)

Alla (4) puö darsi la forma più simmetrica (c^

Ora, le successive ridotte délia (5), mentre hanno tutte il deno-
minatore uguale ad 1, hanno i nu mer a tori, che indichiamo con
Ar (r = 0, 1 ..., n\ dati da

A, = 1 - 6Â +• &^2 - ... + ( - 1)^-^,6,.. . br^.

Se poi per oc (o per gli eventuali parametri o^,..., a,), n ed a;
opportuni si ha

(7) 0<61=-2^<l

e se le bt, con F aumentare di i, decrescono rimanendo perö posi-
tive, la semplice ispezione délie (6) dà

e :
a) se n è dispari

A, > As > A

0 rr: Ao < A,

e quindi

b) se n è pari

_ 2 > ilM = An\x)

n-X s> An = iln \x) > ^ r t _ 2 > ... > A%
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Pertanto An (cc), qualunque sia la parità di n, è compresa tra
due ridotte successive, cioè si ha

(8) At < A% (x) < A^. se i è pari, i < n — 1 ;

(9) AtArl < An\x) <AtJ se i è dispari, « < » — 1.

La differenza délie due ridotte At, Al+l, tra cui è compreso
A{*\x), è

che, per l'ipotesi fatta (bt positive, decrescenti e minori di i) va
diminuendo con l'aumentare di i.

In particolare dalla (8) si ha per i = 2

i _ bY<A{n\x) < 1 - ^ -f- 6 ^ .

con

0 < ôj < 1.

2. Se la (7) non è soddisfatta, avendosi

bt > 1, per i = 1, 2, ..., r — 2.

0 < &,_, < 1,

conservando perö l'ipotesi che Ie br_x. bt,.,. siano positive e de-
crescentij si ha un risultato analogo al précédente e cioè che
A$X)=Ani è sempre compreso tra due ridotte successive a par tir e
perö da quella di indice r e quindi sussiste anche in questo caso
la (8) ma per i^>r.

Ora se poniamo

= Co — CXX M- b^C^X — bfi^X H- ... H- (— l^Ô^j ... fe^CjOS,

cui, a mezzo délia (3i, si dà subito la forma
s

(10) J5^(x) = c0 — CjX H- c2x* — c3x
3 H- ... -f- (— iyczx\

dalle (8), (9), dopo avervi fatto i = r, a mezzo delle (5), (6), (10) si
ha con facilita rispettivamente {cxx > 0)

(11) < l + i ( x ) < BÏfV) < Bn?r(x), se r è pari ;

(12) B{n,r(x) < B^x) < BÏ?r+i(x), se r è dispari,

purchè sia

0 <x < ^ l i
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Si noti poi che è per le (10) e (2)

Inoltre maggiorazioni e minorazioni di B{^r{x) si possono otte-
nere subito, se le c{ sono tutte positive. Ad esempiOj poichè la (11)
per r = 2, dào

(13) c0 — cxx h- c%xl — c3x* < Bn\x) < c0 — cxx -h csx*9

per

(14) 0<x<fI,

dalla (13) si ha, se teniamo presente la (14)

(15) C0 -
 Cft ( l H- C ^ ) < Bg»(«) < C0 H- ̂  ,

3. Applichiamo i risultati precedenti ai polinomi di LAGUERRE.

Per tali polinomi la condizione, se è 0 < 6t- <: 1, che i succes-
sivi 6 l + 1 , &Î4-ÎÎ»M si mantengano positivi e decrescano, è soddi-
sfatta per qualunque i.

Se assumiamo

B(n\x) sm n ! L(n\x) = (a -h 1, n)

Ka "•" 2 ' W — 1)05

che danno

dalla (5) si ha

(ot _^ 2 , n - 1)05 '

— m)x
1) '

^ l , 2,. . . , n - ^ 1 .

Inoltre, supposto a H - 1 > 0, dalle (11) e (12) si trae rispetti-
vamente
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(16) l}n.r+\{x) < Ln\x) < L%U*)> s e r è Pari> r < n — 1,

(17) ^ V ( x ) < L ! ? V ) < Ll?,V+i(aî), se r è dispari, r < n — 1,

per
6 W > 1 , m = l, 2,. . . , r — 2 ,

o;r 1 r(ot -+- r)

cioè per
(m -+- l)(a -+- m -+- l)

, m = 1, 2,..., r — 2,

Si noti che anche per n molto grande, con la scelta opportuna
li a ed r, x puö risultare anche grande e che Ie (16) e (17) sus-
istono per o^ni x soddisfacente alla

r(<x -+- r)
0 < x < - —

— -r -+- 1 *

In particolare, se poniamo

7 a
a. =1

le (13) e (15) rispettivamente diventano

j}n)àx) < tin\x) < i^2(o;), n > 3 ;

0 < x < 2dt

(18) (a -H 1, »)(l - ^ j < ^ (x ) < (a + 1, n) (l -h Ç ) , n > 3 ;

0 < x < 2<^.

Dalla (18) poi, se <x:>0, si ricava subito


