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Sugli zeri della derivata delle funzioni di- Bessel
di prima specie.

Nota di Loiel GATTeESCHI (a Bari)

Sunto. - Si veda il n. 1 della Nota.

1. Per la valutazione degli zeri della derivata delle funzioni
di BesseL di prima specie J,'(x) sussiste una classica formula di
Mc¢ Marox (Y), ma sfortunatamente & possibile conoscere solo 1 or-
dine di grandezza dell’errore che si commette con 1’uso di tale
formula. B’ invece di grande importanza ai fini dei calcoli nume-
rici possedere una esplicita limitazione nell’ errore.

A questo scopo proveremo che per I’r-esimo zero positivo j', »,
(r=1,2,..) di J,(«), quando 0 <<% <1, vale la formula

4n® +

Jnr = Xy, r — Szn r— + &(n, ), (r=1, 2, ..,
con
kiy ™
Ly, »r = (21 + n)é—k i
e dove
2,85
7 e,

2. Com’é& moto, vale per J,(x) la seguente formula asintotica di '
HANKEL (¥).

(nzx) T = A4l [(182(;;) g (89(:) oo ( — g — Z) -

- 3Aé(:)_ 32f§$2%sen(x—%nw—g),

0<%, S, 1

(1) J. Mc MaHON, On the roots of the Bessel and certain related funciions,
« Ann. of Math. », 9, 23-30, (1894).

(?) Cfr. G. N. WarsoN, 4 Treatise on the Theory of Bessel Functions,
2nd Hdition, Cambridge, 1948, pp. 205-207.
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dove abbiamo posto

(4n® — 19)(4n* — 3%) ... (4n* — (2r — 1)}
r! ’

A,n) =

Ayn) = 1.
Se ora teniamo conto della relazione

2’]-93,(%) u—x(x) n+1(x))
e poniamo
a,=An—1)+ A n+1), a=2,
si ha subito che gli zeri della J,'(x) sono dati dagli zeri della

funzione

(m)_gao )‘coq(x—,—;nn+g)~

1
— g Sen (a: 2n7r+4>+R( x),
dove

|R(w)|<!(8a*;)‘cos(\x ;Wm—c— \!+‘(8 )3sen(a:——%'mt+z>

Detti ju,» © j'u,», (r=1, 2, ...). gli zeri positivi di J,(x) e di
J,(%) rispettivamente, si ha
(1) Jny v <J'n, v <Jn ray-

Faremo ora vedere che, quando 0<<#n <1, vale per j'u, la
migliore limitazione

(27‘+n)7—21<j’n,¢<(2¢+n)7—21+£, (r=1,12.) 0<n<1.

Posto infatti

kid

+1,

o1

Ln, r_(2'r'+n)
si ha
’ 1 7 1 03
cos (wn, r 5 M+ 72) =0, sen (x.n, r —gWT -+ 1) =({—1),

e quindi

= V2 « o,
F. (“’ "= 41) == 5 3 S = [Bm s — 7O~ S@m y — 7!/4)% +

T
+R(xn,r—1),
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1)r+1 * R
F(@n, )= (—1) — + B(Xn, ).
8x'n, r
E tenuto conto che &, per 0 <<n <1,

8325

2) 6<a, <14, —15<a,<b7, Jaz| <115, Ja,| < i

si verifica facilmente che

T
F, (x%, y — 1) Fo(an, ») < 0.
Risulta cosi provata 1’esistenza di almeno uno zero di J,'(x)

nell’intervallo [(2r + %)%/2, (2r + n)x/2 + =/4].
Facendo ora uso della (1) e della limitazione

T ™ . ki3
(27 + n) 5— g <Jnr <{(2r + n)‘—2 s r=1, 2,..),

trovata in un precedente lavoro (), abbiamo che wnell’ intervallo

{(21‘—1—%)723, (21'+n)g+z], 0sn<l, (r=1, 2,..),

cade wno ed un solo zero di J, ().

3. Posto

" L
Jn, v = Xn, » — 0

si ha, per quanto visto nel n. precedente,
3) 0<p<7.

Quest’ultima limitazione pud essere notevolmente migliorata,
per questo si sostituisca wxy »— o in F,(x) e si uguagli a zero.
Tenuto conto che &

1 n
cos (ocn, r— 0 —gnT+ 1) =(—1)pcose,

1 4!
sen (mnz r—p —gNT + z) = (— 1)"(1 — psen ¢'),

(®) L. GarrescHal, Valutazione dell’ errore nella formula di Mc Mahon
per gli zeri della J,(x) di Bessel nel cuso 0<% <<1, «Rivista di Mat.
Univ. Parma », 1, 347.362, (1950).



46 LUIGI GATTESCHI

con
m
0 <e, a’<£1 s

avremo

(— 1) F (n, r —)=opcosc Wy — W%—:W

a
—_ (1 — o sen E') g(*w'” rl_—o—) —+ R(wn, r .5) - 0,

da cui per le (2) e per la (3)

a, o
°£P<[sw,_p)ﬂR(xw—'P)'}vg <
122 — 57/64x?)
1 5,525

1 8325 V2 s ]
@r v | U8R 3 AR VB2 5764y @ + )

Si ha cosl una prima formula asintotica per j'u, »

T

T
j’n,,-::(2r+'n)§+ i—°

@ .
2,02 r=1, 2,.., 0=<n=<1)

C=e<@Er

Volendo far intervenire un altro termine mella formula non

c¢'e che da ripetere il precedente procedimento.
Pit precisamente basta osservare che pud scriversi

. 93 a,
(— 1Y F (an, » — 9):39—7008?23“0 T [Blawn, r — IV T
2 a

E da questa uguagliando a zero e risolvendo rispetto a o si ha

a,
p= Sayan, - + ¢(n, 1),

con
_e play _ pa,
1= 10O T ST a e, — AT Gol8en, r — AT
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oa, p*a, cos o’ pda, cos ¢’
+ — — .
agln, r(on, » — p)  2!8xn, ra,  2!8a,®n, »(Xn, » — p)

Tenuto conto delle limitazioni frovate per p e delle (2) si ha,
con calcoli elementari ma laboriosi

2,85
2r + n)®’

E quindi dalla (4) e dalla (5), essendo a,=2(4n® + 3), a,—=2,
otteniamo

(6) [ s(n, ) |.<

4n®+ 3
Son st gln, r) |, (r==1, 2,..)

() Jny v =%n, r —

03 T
wn,¢:{2r+n)§+1,

“dove per ¢(n, ) vale la limitazione (6).



