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Propagazione di oscillazioni magneto-idrodinamiche in wun
fluido elettricamente conduttore che riempie un semispazio.

Nota di Tino Zeuvrni (a Torino)
Sunto. - E dato dal contenuto del n. 1.

1. In questa nota mi occupo di un caso particolare notevole di
propagazione di oscillazioni magneto-idrodinamiche in una massa
fluida omogenéa elettricamente conduttrice che riempie un semi-
spazio, tenendo conto anche della viscosita.

Queste questioni, che hanno origine da recenti studi del
prof. ALFVEN di Stoccolma ('), hanno come si sa molta importanza
per le applicazioni alla cosmogonia.

(Y) H. Avrven, Cosmical Electrodynamics, (Oxford, at the Clarendon
Press, 1953).
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Ora ho osservato che le equazioni della magneto-idrodinamica
relative ad un fluido omogeneo elettricamente conduttore, di con-
duttivith elettrica ¢ e permeabilith magnetica p. costanti, che riem-
pie un semispazio, soggetto ad wun’azione gravitazionale il cui
potenziale si suppone proporzionale alla distanza dal piano z=0,
ed inoltre ad un campo magnetico uniforme, E, comunque inecli-
nato rispetto al piano limite, ammettono una soluzione stazionaria
corrispondente ad un moto uniforme del fluido con velocita, 7):,
costante, perpendicolare ad fl:, e parallela al piano z=—0, in cui
la densita p del fluido si mantiene costante, la pressione varia
proporzionalmente alla quota z ed il campo elettrico & espresso

— W = —_—
=EH0/\’U0.

Come conseguenza di una perturbazione magneto-idrodinamica
sul piano z = 0, periodica rispetto al tempo, ho studiato lo propa-
gazione di oscillazioni magneto-idrodinamiche nell’interno della
massa fluida e nell’intorno della soluzione stazionaria considerata,
ammettendo piccole variazioni del campo magnetico, del campo
elettrico, della velocita, della densith, della pressione e del poten-
ziale gravitazionale, con incrementi dipendenti solo dalla coor-
dinata 2z e dal tempo.

Dopo aver stabilifo le equazioni differenziali che reggono il
fenomeno nel caso considerato (nn. 2-4), risolvo completamente la
questione quando il campo magnetico iniziale, 17; , & diretto per-
pendicolarmente al piano limite, determinando delle soluzioni
corrispondenti alla sovrapposizione di onde magneto~idrodinamiche
periodiche rispetto al tempo propagantesi nella direzione perpen-
dicolare al piano # =0, che vanno smorzandosi col crescere della
distanza da questo piano.

2. Le equazioni differenziali relative al problema in esame
sono anzitutto le equazioni di MaXxwELL

=  Am— 10D — 1 8B
(I,) rOtH=77+53t_’ rotE__——E—a-f:,
ove
- = 1-—» -
(Is) =5[E+E’0/\B:I

(¢ = conduttivita e-lettrica, » = velocita del fluido); in esse, rite-
nendo il fluido considerato omogeneo e mnormale, potremo porre

D=, B=yH
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Ad esse vanno aggiunte: I’equazione div B=0, che porge
(L) div H=0,

VY equazione di continuith

d L —
(L) £—+pd1vv:0

(p = densita del fluido) e ’equazione fondamentale della magneto-
idrodinamica :

dv 1o — 1 _ -
(Ls) pd—f:Ej/\B—gradp+pgra.dU+v(§graddivv+A,'u),

(p = pressione, U = potenziale gravitazionale, v = coefficiente di
viscosita).

Supporremo di aver scelto come piano z=0 il piano che deli-
mita il semispazio considerato (2> 0), ammetteremo che il piano
(%, 2) sia parallelo al campo magnetico uniforme, IT;, in cui il
fluido & immerso (ffo = Horf+ Ho"I'_(.), e che la velocita 5: nel piano
#2—=0 abbia la direzione dell’asse y, cioé sia perpendicolare al
campo ffo, @;:fuuﬂ (*)- Supporremo inoltre che gli elementi idro-
dinamici siano funzioni soltanto di z e di ¢.

3. Indicando con g, l’accelerazione di gravitah in prossimita
della superficie 2—=0 e tenendo presente che per #—=0 & p =0,
si rileva subito per il problema la soluzione stazionaria :

—_— e T

H=H,, v = v, = v,J, U=U,= g,

b
c

—

p=po==cost,  P=pPy=pge?, E=T0H, \J= ?Ho,K‘

4. Per la ricerca di soluzioni non stazionarie poniamo ora
— — — — — -— — -— —
H=H,+ h, E=FE,+ &, V= v, + W,

p=rpo +5 DP=pP, + U=U,+%,

con 7;: Z}t ;l;, %, m, { quantity infinitesime che considereremo del
1° ordine e tali da poter trascurare i termini di ordine superiore
al 1° Le equazioni (I) porgono allora

(3) Queste condizioni si possono pensare realizzate, per una regione
limitata, sulla superficie di una stella ruotante attorno ad un suo asse.
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— 4nm— ¢ 36

th = —
rot A j o 5

— 5&?;]7
rot&:_g 3

(1)
div—ﬁ:O,
dw  p— 1
o gi = 5-7 A H, +Eg K + vAw — grad(r,—%c——gv d1vw>

a5
\dt+pod1vw:0

Nella nostra ipotesi, che le incognite siano funzioni soltanto di z
e i, si ha subito

div—l_’&’—‘*a—z div’;v’_a_w_“ @ Bw 8’;’_0’,0 __B_;E
— o’ =% dt ot Ty T
E_d& o o
at— at’ =g

e quindi le prime quattro delle (JI), eliminando la corrente di
conduzione j colla 3% porgono

. . J I T R ¢ 98
rothz?c (‘5+E(w/\Ho+vo A h) + o
1'oté3::——z 5
h,=0.

La 5* delle (II), poi, si scinde in due, ed, eliminando Tper mezzo
della 1* delle (II), si ha

o ( € 28\ - *w
P°8t'—4 rot it — EB—)/\H 2K +v—; Pl
1 o,
(I111,) '/;—poc——gv —a;:cost.,
3 o,
P =0

la seconda di queste equazioni fornisce I’ incremento, », della
pressione, p.
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Proiettando sugli assi ci si ridnce a risolvere il sistema

¢h, 4= | v, e 08,
~ 7“_‘*”w+c‘ﬂo "’y]*‘z?f’
oh, 4n “w, o, . ¢ 88,
o2 '6—0'5_,,+5(H01’v2——H0 War)]"'g'gt,
4 o
O:?G @z—E(HO’VU!,—!—’U r)] cpa s
_a_@i' s ‘h’f
0z c at’
&,  poh,
82 ¢ ot ’
0N, w _,, eh, 08y 21w,
Po57 = g o Ez—_lhc}% pat ’
a’VU, lu‘ " ah ’ ’ a!w
°a_tJ_ el “a?y 47rc(H° at —H" % ) +v 62“y’
a’l’Uz * ’ ah / z a?wz
o = —an o 5, RHO + gt vV
B3 o,
pr 0 8 = 0.
BEliminando 8, ed 8, abbiamo il sistema:
3 ype 0* us & "o
9*  pe 8 us 9 0 O , 0w,
(a—zz—c—za?—4 62 at)h +4TC (H _HO az)_o’
¥y s %,
(‘;z—'c (Howu -+ vohx)_ m ot
2 2 3 2
IV g (e O 6 TN . =
V) 4 2o (az* ¢ 5¢) e+ Y 55— Po ) e =0
H WO pe B & o b 06,
o (BZ’ c? at‘) hy + ( 528 P0Gant) ™ T dme T Gt —
(7 e A
- 411H° <@‘_ ct 0t')h +( 3 0o ggt) Ve T Yo 52 =0
i3 o,
o 0

27

e si hanno sette equazioni nelle sette incognite h., h,, w,, w,,

., Ea 6.

La 2% 4%, 6* e 7* delle equazioni (IV) contengono solo le inco-
gnite h,, w,, w,, %, le rimanenti tre definiscono le altre incognite
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per mezzo di h,: basterd quindi integrare il sistema delle quattro
equazioni in h,, w,, w,, &

zy O

Cerchiamo per questo delle soluzioni della forma:

g h,z — A"einmt—a"?z, w, = Bneinmt—anzz’
i . mn=1, 2, 3,..),
1) w, = C,einvt—ay’, £ = D,einut—as, 3
( W, =M, ne‘"ml—%fz, h:,/ = Nneinmt—--oc,,zz’ 63 — Pneinwt—an"’z’

con w costante reale ed «,® costante a parte reale positiva perchd
hyy Wyy... si annullino per z—oco.
Otterremo dalle quattro equazioni accennate :

e we wG
4 LANPYS PRS ) sy Dy ”, 2 1, 2 I
(oc,, + ante 4ms pe 'm») A, + 4= pe (— H,"+,*B,,+ Hy«,*C,)=0,

i

" 4 VE o o o 4 : 2 —
V) (&= H, (an + o )A,, + (— vo,,! + dmwpg),.2B, = 0,

% g a4+ 2 iw? A, + (— v b inwpg)e, 2Cp— goon 2D, = 0,
ar o & P 9o
1 — pg%*Cy + nwD, =0,

e ne segue, escludendo il caso x,>—=0 e ponendo, per brevita,
!.LS
2) M=, + c? nie?,

1’equazione in «,*:

dnys | drpe _ dmpo
02 o2 mo , —_ o Ho y ? Ho N 0
e r 3
®) i Q*H, s  —vot - dnnp, 0 R 0 —0
w .
— Ai?c Q*H/' , 0 ,  —vetdnepy,  — gou,?
0 ’ 0 s — & . e

5. Prendiamo ora in esame il caso in cué¢ HS = 0: in questo
caso la (3) si scinde nelle due equazioni

4rpe | 4mps
Q2 — o me, - H/
“4) =0
1_;1; QH) — va, !t + tnowp,
ed
— v, b 4 dnwp , — Gy’ |
(®) ) | =0.
— fo ) wme |
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La (5) si scrive

4___@'?@«’ ne

o — 4 —p, =0
nov v Po

n

ed ha una sola radice o,’? con parte reale positiva: infatti si ha

14 pg Po'do’ | 4.me P
“;;’Zgﬁiqﬁi(‘#ﬁ“*MTP" %
e, posto
—1/(%%\ 4 16(™, )
RO = l/(%mv) + 16 ( v .00) H
002G’ . dnwo,
. L S
si ha
Co’Go’ | 470 i z
it M e = Beeier,  con 5 <o <,
20o° 0] /2 5 T ? T
(- o) = VR, J<f<f

Si ha quindi la radice reale positiva:

m"'2 — % % 8_09_0 -+ VE; ei(pq/g i .

nwv

La (4), invece, ricordando la posizione (2), diventa

ue 4nye nwe ple
4|V . . 0 7”3
o, +a, [c—: N — clz o — & — H/"? —

3
s . wlec
— inw’p, g% (nwe — 44me) — ‘CTV H)"n*w?*=0,

che ammette due radici della forma

[, V]t = R, e, [, 2] = R,eit:

e quindi
[¢, V) = == VR, eins/2, [, 2] = == VR, eie:/2;

si hanno dunque altre due radici con parte reale positiva che in-

dicheremo con «,”2 ¢« """,
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Le equazioni (V) che definiscono i coefficienti 4,, B,, C,, D,
si riducono ora alle seguenti

4
fa +

e

<

G WG
20y 2 ;- J "y 2 —_
- Wt — 4ni o 'nw) A, —4x e Hy"+,*B, = 0,

o

p‘ " 4 {AS 2.2 4 N 2
4_11 o (%n c"n © An -+ (—_ V&%, 1’"’0)90)7’72 Bn - 07

{(— vt + o), 2C, — gox,*D,, =0,

— 0%, 2C,, + innwD, = 0.

Queste ultime danno dunque

Po
(6) Dn B :&‘Lng “11’201: b

con C, costante arbitraria.
Le prime due, invece, porgono
(7) B, =84, B/ =p""4,",
con 4,” ed 4, costanti arbitrarie, ove si & posto per semplicith

c? we u.G
” 14 h 2, .2 . 0
= 5%, + S5 nie? — 4l — nw
pn 4‘}1"}.6 Ho"a"”z < n c! c? ) 4

c? we ue
B, " = ———— s )"+ =5 N — 47— N | .
n 4RELGHQ/,a"',,? n cz Cz
Quindi avremo
hz(n) — (A,,”e _an//2z + A“/ue_anmzz)e@nwt’

wx(u) f— (?"//Anlle_a“/mz + pn///A“lue —»an"'fz)einwt y

8

L — et 5

P
,mz(n) = C e—%./"2tmut s £ — m_‘:,; “n’zcne—an""z-aummt .

6. Prendiamo ora in considerazione le rimanenti equazioni.
12, 32, 5* del sistema (IV): colle posizioni (1), nella nostra ipotesi,

esse porgono

o, + 2wt — 4n 2 e N, — 4= - M, =0,
c* c? ¢t
w - e .
9) P, — ~c—'voAn + Ine noP, =0,

uE .
4}% H)" (oc"“ + ‘6—2 n"’w’) N, + (— va,® + ptmwx, )M, = 0.
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Dalla 2* equazione segue
v,
P, =— ! .
c(l + inw ———)
\ 4o

A,

e quindi avremo

(10) gz(m=_—M—’U.°__? (An’e——anwz_’_A”/re_anugz + A,L”’e—%’”zz)ei”wl,
¢l 1+inw-—
4'116)
potendo «,* ricevere i valori «,”, «,?, «,”* ed 4,, in corrispon-
denza i valori 4,', 4,”, 4,"".
Dalle altre due equazioni (9) segue

e 4rpo 4drpe
4 (2 232 ) ) —_— ”
ot + = wlo oo, pe H,
!J‘ ” 4 y's ?,.2 4 .
In H)" (@, + R , — v, + dnoup,

ritroviamo quindi la (4) che ammette, come sappiamo, le radici
con parte reale positiva «,”%, «,”*. Quindi sara

"o_ ” ’” e __ 4 1y
Mn - |Bn lvn b Mn I .Bn Nn 3

con N,”, N, costanti arbitrarie. Ne segue

(11)

i hy(n) = N,/ einvt—a,'?2 4 N, " eginwt—a,’" % ,

Wy(") — p“MNnueinwt_annez + ﬂ"'N””’einmt—a”" %z,

7. La soluzione (8), (10), (11) del mostro problema, che corri-
sponde ad una sovrapposizione di onde magneto-idrodinamiche,
periodiche rispetto al tempo, propagantesi nella direzione perpen-
dicolare al piano limite #2—=0 e che wvanno smorzandosi col cre-
scere della distanza da questo piano, contiene cinque costanti arbi-
trarie, 4,”, 4’7, C,, N,y N,””, che si determinano assegnando i
valori di h,"™, h,", w,", w, ™ w. ™ nel piano limite come funzioni
periodiche del tempo, di periodo 2=nfw. Cosl, ad es., supposta la
perturbazione magneto-idrodinamica rappresentabile in serie
di FOURIER,

(hm)zzo = 2n ane"“’)t, (”Uz):'—-o = S‘n b"etn(.)t, ecc.,
con @,, b,, ecc., costanti complesse note, si avra per le (8), ecc.,
" "o ’ " ” "nro__
A+ A" = a,, 8,4, + 8,4, =b,, ecec,

da cui seguono 4,", 4, ecc.,, e si determinera cosi la pertur-
bazione magnetica in tutto il semispazio 2z > 0.



