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SEZIONE SCIENTIFICA
BREVI NOTE

Sulla partizione degli interi in addendi primi
col procedimento del residuo niininio.

Nota di G-IOTA^TNI RICCI (a Milano)

Sunto. - Betto p' il massimo intero primo ^ n , si pone n = p' + n ' ; detto
p" il massimo intero primo < n' si pone n= p' -+- p" -+- n" ecc. In questo
modo si assegna univocamente « la partisione di'n in addendi primi
col procedimento del residuo minimo*. Si studia il numero degli ad-
dendi di questa partisione* Si dimostra che il numero degli interi n
délia forma n — p' -i- p" appartenenti all1 intervallo (1 — 8)£ < n <£ ha
il « vero ordine di grandezsa » Sg/ In In £

1. - Definizione e prime osservazioni.

Sia p1, Pz, pz j . . . la successione crescente degli interi assoluti
primi; denotiamo con p il generico numero primo e con p (usando
il sopra-segno) il numero primo successivo a p; con p' ir numero
primo successivo a p' ecc.

Sia n un intero assoluto maggiore di 1 e si scelga il massimo
intero primo p' non superiore a n, cioè sia pf ̂  n < p' ; allora è
n=p' + n'(n' > 0) (eventualmente n = p\ n=p' ~h 1). Se n' > 1
proeediamo .su nf corne su n e otteniamo n = p' -t-p" -f- n" (n" ̂ > 0).
Cosï continuando^, poichè -n > n' > n" >> ... si perviene a un ultimo
addendo (sia il fe-esimo) che è 1 oppure pih) primo. Allora poniamo
(a seconda dei due casi possibili)

(1.1) n=pf+p"-*-... hp^-"-*-! oppure n=
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La partizione di n cosï ottenuta in addendi primi (ed eventual-
mente corne ultimo termine Punità) si dira la partizione di n ito,
addendi primi col procedimento del residuo minimo e anche, abbre-
viando, la partizione (8) di n.

La partizione (S) dell'intero 1 si assume 1—1,
E' evidente che ogni intero positivo ammette una e una sola

partizione (8).
Esempi

1 = 1
2 = 2

3 = 3
4 = 3-4-1
5 = 5

6 = 5
7 = 7
8 = 7

L ' 9 = 7

10 = 7

-+- 1

-f-1
-4-2
-4-3

27 = 23-4-

100 = 97 H-

3-f-l
3

300 = 293 -t- 7
1.000 = 997 -

10.000 = 9973

i - 3

-+- 23 -H 3 +- 1.

Denotiamo con 8(k) la classe degli interi n la cui partizione
(8) consta di k addendi, cioè è del tipo (1.1); denotiamo con 8{k, 1)
e con 8(k, p{h)) Ie classi degli interi n, contenuti in 8(k), pei quali
vale rispettivamente la prima o la seconda delle rappresentazioni
(1.1): in questo inodo si pone in evidenza il valore dell' ultimo
termine della partizione. E' ovvio che 8(1} è la classe degli interi
1? Pi> Pg) Pzi • •• ; Ie classi 8(1, 1) e 8(1, pf) sono costituite di un solo
elemento (1 o p\

La classe 8(2, 1) è costituita da tutti e soli gli interi della
forma p -4- 1. La classe 8(2, q) (q primo) è costituita da tutti e soli
gli interi della forma n =p + q con p -4- 1 < n < p . 8(2, 1) e $(2, q)
contengono infiniti elementi.

Per gli esempi sopra esposti abbiamo :

10 € 8(2, 3), 27 € 3(3, 1), 10.000 € 8(4, 1) ecc.

Come conseguenza immediata delle definizioni poste sussistono
Ie seguenti proposizioni :

a) La partizione (1.1) è una partizione (8) quando e soltanto
quaado per ogni 1 ̂ h ^ k — 1 è

]h)<Pm> (fc = l,...,A; —1).

b) Se 1<2 hl < h2 < . . . < fc^^fc cioè se (fc,,..., hs) è una com-
binazione di s(< k) interi (in ordine crescente) scelti fra 1, 2,..., k
allora

n' = ptyi) -4- pWh) -+- ... -+- pfys)

(eventualmente p(h») =r 1) è una partizione (8) di n'.
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c) S e | ) + n < ^ allora dalla (1.1) si ottiene

n1 = p -+- n = p -H p' -f-... -h ̂ )(*—X) H- 1 (oppure -+- j>U))

che è la partizione (8) dell'intero n±, (Ampliamento iniziale della
partiz. (8)).

d) Inserendo il termine p f ra i due termini p(i~1} e pU) della
partizione (§) di un intero n, si ottiene la partizione (§) delFintero
nl = n -ï-p quando e soltanto quando sono verificate Ie i condi-
zioni seguenti :

(implicitamente risulta p«-i> > p > pU)).
Quando ï = l . s i ricade in c).

e) Se & ^ 2 , ogni classe (̂fc, 1), §(k, pik)) contiene infiniti ele-
menti.

Infatti ogni intero p}p% ... pm -\-l, (l — 2, 3 , . . . , pm), non è primo
è quindi lim sup (pn+i —• Pn) = -+- °° ; assegnata una (§) si puö ef-
fettuare in infiniti modi un ampliamento iniziale (vedi c)). Proce-
dendo con tali successivi ampliamenti si perviene all'asserto.

f) Dalla proprietà nota (p„+i— Pn)!Pn~^0 segue (n — p')/p'—^0
per w —*- -+- oo. La successione (finita) p\ p'\..., decresce molto ra-
pidamente.

2. - II numero dei termini e l'elemento minimo.

Per ogni n£8k) poniamo x(n) = k; cioè y,(n)~k quando k è il
numero dei termini della partizione (§) di n.

Denotiamo con (xA l'intero minimo appartenente a $(k) e con
\Lk{l) e \f-h(p) Pintero minimo appartenente rispettivamente alle clas-
si S(k, 1) e S(k, p) sottoclassi di 8(k).

Esempi : x(l) = 1, x(p) = 1, x(p -f- 1) = 2 (quando p > 2), x(4) = 2,
x(27) = 3, x(1000) = 2 ecc. f

^x = 1, jjL2 = 4, u-3 = 27, ecc.

= 10, (it(l) = 27 ,600 .

Poichè esistono interi n con x(^) arbitrariamente grande men-
tre è x(p) = 1 per ogni p, risulta

1 = lim inf x(n) < lim sup x(w) = + oo.
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Denotiamo con q(m) il minimo intero primo q taie clie q < q -+-
•+- m <C g, cioè se w- è il minimo indice per cui pn -h m <Zpn+l si
porte q(m) = pn. Esempi «(1) = 3, q(2) = q(3) = 7, g(4) = g(5) = 23,
g(6) = g(7).-= 83, g(8) = ... = g (13) = 113, q(H) = ... = g(17) = 523 ecc.

a) La successione ^1 ; ^2, f/.3,... è crescente : questo.è imnie-
diata conseguenza del n. 1 b) che consente la soppressione di ter-
mini délia pàrtizione W(h) per passare a partizioni W{k—1), §(k—2),...

b) Sopprimendo il termine iniziale p' délia pàrtizione (c?) del-
1J intero pk si ottiene la pàrtizione (S) dell'intero jxfc—p' che ap-
partiene a W{k — 1) : si verificano questi due f atti (nelP insieme
necessarî e sufficienti) : i) l 'intero \f-k— p' è y^_, ; ii) pf = ç(p-ft—i)
cioè esso è il minimo intero primo pel quale p' -+- ̂ k^1 <Lp\ Ne se-
gue la formula ricorrente

I primi valori délia successione | [xA ( si possono ricayare da
una tabella numerica di A. E. WÊSTEBK" (!) che fornisce la suc-
cessione |jpn*| degli interi primi pn* < 107 tali che la differenza
Pn*+i—Pn*

 e maggiore di ogni differenza pn+l—pn con «-<%*:
otteniamo

1̂  = 1, |x, = 4 = 3 + l ; a3 — 27 = 23 -H 3 -f- 1,
î*4 = 1354 = 1327 H- 23 -+- 3 -h 1, ^5 > 107.

Ija successione \Lk cresce molto rapidamente : sulPandamento di
questa successione possiamo ricavare la seguente debole informa-
zione.

TEOBEMA I. - Sia Ô* Vestremo inferiore dei numeri 6 tali che
Pn+ 1—Pn < Pn P&r n abbcistcinza grande. Allora, per ogni s > 0,
quando k>k o (£ ) (abbastanza grande) è

(2-2) 9*̂71 l n^-< l n^<fe-

OSSEBVAZIONI. - 1) La successione maggiorante di j . ^ j fornita
dalla parte a destra è crescente molto» rapidamente perché è co-
stituita da esponenziali via via iterati.

(*) Yedi A. E. WESTERN, Note on the magnitude o f the différence bet-
ween successive primes, « Journ. London Math. Soc. » 9, 276-278, (1984) ; la
tabella è riportata anche in G\ Hicci, La differenza di numeri primi con-
secutivi, « Rend. Sem. Mat. Torino », 11, 149-200, (1952), Errata-Corrige,
Ibidem, 12, 315, (1953) (vedi p. 192).
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2) E' noto che 0 <; 6* < 48/77 (•) e quindi si puö pensare, per
esempio, 1/(6* -+- e) = 1,6. La successione minorante è definitiva-
mente un esponenziale e cioè exp (1,6(& — k0)).

DIMOSTRAZTO^E. - Dimostriamo la parte a destra.
Sia 0 < S <̂  1 ; per ogni s > 0 esistono indici n' tali che

Pn'+l ~Pn' X 1 — £) l niV> (1 - «)5 <Zpn* ^ l

quando ?^50(E, S) abbastanza grande. Infatti, se per ogni n tale che
(l — 8)j| </>„<£ ij, fosse p„4-i—jp„<(i — s)lnpn, allora avremmo

che è assurdo. Questa osservazione preliminare ci consente di af-
fermare che la successione crescente {jv I àegli interi primipnr tali
che jv+ï—pnf >(1—e) lnp„r è infinita e, d'altronde per n' abbastanza
grande è J V + 1 <Cp„'l{i — S)'3 e quindi (assumendo o abbastanza pic-
colo) (1 — 6)lnpB '41 < ( 1 — e)ln^n' -+- 1/2.

La definizione di g(m) ci dà

Sia v il minimo n' pel quale JXA_J = [(1 — s)lni>y], allora risulta
= (^_! -+- 6)/(l — e), (0 ̂  6 < 1), e quindi anche

^ / . - i ) <P» = exp I (^_ t -+• 6)/(l - s) |.

Impiccolendo preventivamente e, si puö trascurare 6 e abbiamo,
per k abbastanza grande,

- 0 < exp i ̂ _J(1 — e)

e quindi dalla (2.1)

Impiccolendo ancora preventivamente e, si puö trascurare il
secondo termine e abbiamo, per k abbastanza grande,

f/.fc < exp | u*k^J(l — E) j .

2) Dimostriamo la parte a sinistra.

(2) Questo valore è stato dato da E. C. TITCHMARSH : vedi A. E. INGHAM,
On the différence between consécutive primes, « Quarterly Journ. of Math. »,
(Oxford series), 8, 255-266, (1937); vedi anche G. Eicci, loc. cit. in (*) p. 185.
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Per m abbastanza grande è (in base alla definizione di 6*)

m < q(m) — q(m) < (q(m))9*+s

da cui segue q(m) > m1/(ö*+e) e quindi per la (2.1) è, per h abba-
stanza grande,

e, impiccolendo preventivamente E," abbiamo

l

II teor.éma risulta cosi dimostrato.

3. - Le costanti H e (2$.

Conviene richiamare qui il significato di due costanti, che ci
saranno utili per studiare la distribuzione degli interi di ^(2).

Fissato il numero S, con 0 < S <T 1, consideriamo Fintervallo
(1 — o)l<:n<^t Denotiamo con #$*(?; 2a) il numero degli interi
x pei quali sono verificate le condizioni

q [ pœ+1 — px = 2a (intero pari >2)
1 j f ( l -S ) ï<P«^5- , . (O<8^1) ;

se detto numero si scrive sotto la forma

(3.2, ZS*{\ ; 2a) = ss*(l ; 2a) • n i %
3

n ^ l . %
3 < p l a i 5 — «' i n Ç

allora è noto, secondo Y. BRUiSr, che, per. S fisso, la fnnzione
#§*(;; 2a) dei due argomenti \ e 2a è limitata superiormente nel
campo 0 < 2a <̂  Sç < H- OO. Ponendo

(3.3) e§ — lim sup ^*(? : 2a) (0 < 2a < 8|),

la costante (£§ rerifica le limitazioni

(3.4)

=: 0-6601...

è la costante di SHAH e WiLSOisr (3).

(3) Che (B$ sia finito è risultato classico; la disuguaglianza (Bs g t6fT,
che è quella più interessante per giungere a un valore numerico in ciö che
segue, è di mostrata in H. N. SHAPIRO and J. WARGÂ, On the représentation



SULLA PARTIZIONE DEGLI INTERI IN ADDENDI PRIMÏ COL PROCEDIMENTO ECC.

4. - La distribuzione degli interi della forma ^—p/-f-p'X

La classe &(2) è costituita dagli interi délie due forme
w=p' -+- 1 e n =^pf' H- #"(#' < w < p'). Fissiamo l'attenzione sulF in-
tervallo

(4.1) ( l -8 )E<n^Ç, (0<8^1) ;

il numero degli interi della prima forma n — p' H- 1 appartenenti
a questo intervallo è

Ci proponiamo di valutare il numero degli interi della forma
n = p'-*-p" {p' <Cn<Cp') appartenenti allo stesso intervallo (4.1):
giungeremo al risultato che esso ha il vero ordine di grandezza
8?/ In In ?. Ne segue che questo è anche il vero ordine di gran-
dezza degli interi n di (4.1) appartenenti a §(2).

Yale il seguente

TEOREMA IL - Fissato 0 < B < ; i denotiamo con P2(ç; S) il nu-
mero degli interi n della forma

(4.2) . n = <p'-hp", (p'<n<pf); (l-8)5<w<Ç, (0 < 8 < 1).

Per ogni s > 0, quando l è abbastanza grande, risulta

(4.3)

A maggior ragione (vedi n. 3) si ha

DIMOSTRAZIONE. - Siano y = /̂(̂ ) e o? = x(̂ ) indici interi defi-
niti al modo seguente

(4.4) py_x < (1 - 8)E ̂  J9, <i>, < 5 < ^ + 1 , (x - a#), y

of large integer $ as sums of primes, I. Communications Pure Appl. Math., 3,
153-176, (19öO), LV.CüLANOVSKii; Alcune valutazioni connesse con un nuovo
metodo di Selberg nella teoria elementare dei numeri (in lingua russa),
Doklady Akad. Nauk SSSR (N. S.) 63, 491-494 (1948) [Yedasi U rapporto
in «Math. Reviews, 10, 355-356 (1949) (P. T. BATBMAN) »]. La disugua-
glianza H< (Bs è dimostrata in Gr. Ricci, Sull'andamento della differenza
di numeri primi consécutive Rivista Mat. Univ. Parma, 5? 3-54, (1954) ;
vedi in particolare il Teorema IX, n. 2.3, dove si trova H^Cs(0, X) e,
poichè C$(0, X) < Cs{0, -hooJ^lS^j ne segue H<<Bd- In questo lavoro si
troveranno anche altre indicazioni relative ai teoremi di V. BRUN.
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e poniamo

dn= pn+ï — pn, («* = !, % 3,...).

Per le posizioni (4.4) risulta (essendo 0 < Ô 1 } ô2 <; 1)

(4.5) P,(Ç; S) = 6, . u (^_ ; ) -H S ic(d„) H- 62 . iu(d,).

Poichè dj,_, = o(Ç), dx = o(5), i due termini estremi al secondo
membro risultano 0(5/ In Ç).

Poichè 7i:(ï])c\3ï]/lnv), prefissato e > 0 , si puö determinare K~K(i),
taie che per vj > 2ÜT(s) si abbia (si puö supporre anche 2_K(s)|>e2)

(4.6) (1 - e/2)7)/ In v) < Wfo) < (1 -f- s/2)V In ^

Hipartiamo gli indici interi u del tratto y <^u <^x ~ 1 in due
categorie t e v con la legge seguente :

u = t se du < 2K, (cioè dt <: S
^ = t? se dM > 2K, (cioè

Osserviamo che

(4.7) 85 ~ 2 dM = 2 d, -i- 2 d„, 85/ In 5 ~ 2 1 = 2 1 -*- 2 1.
u t v tt t v

Per Ie ossenvazioni e Ie notazioni che precedono, la (4.5) ei da
l'espressione di P2(5; S) nella forma

(4.8) P,(5 ; 8) = 2 7r(d,) -H S v(dv) + o(Ç/ In Ç)

Yeniamo a maggiorare S ic(dt) : a questo scopo teniamo conto

del teorema di Y. B R U N ricordato al n. 3 e, in particolare, della
(3.2) con la propriété di &s*(l; 2a):

2 1 = 2 Zs*$ ; 2a)
t i

= \ S

Da questa otteniamo



SULLA PARTIZIONE DECLI INTERI IN ADDENDI PRIMI COL PROCEDIMENTO ECC. , 9

e a maggior ragione

(4.9) H^dtXKK, • 85/ln'Ç.
t

Introducendo (4.9) in (4.8) otteniamo

(4.10) Pt(Ç; 8) = 2 ^ ^ ) H-o(Ç/In Ç)

e dalle (4.7) otteniamo anche Ie seguenti espressioni per le 2 (che

sono preponderanti)

(4.11) Sd w ~Sï , SlcvDS?/ln?.
V V

Essendo dv>2K{s) vale la limitazione (4.6) e la (4.10) ci dà

,4.12) ( l -

e siamo pertanto ricondotti a studiare la somma

Si consideri la funzione

S
V

dv

\ndv-

F{XX, 0 5 , , . . . , 0 5 , ) = S

nel campo xx ^> e2, icg ̂  e2,..., as, ̂  e* e con il legame

xx -h xt -+- ... -h ics = X (X > se2)

tra le s yariabili (oc4, cc8,..., a:s). Si riconosce facilmente che il
massimo di JP in quel oampo e con quella condizione si ottiene
per

x{ = Xi = ... = x4 = X/s

e risulta

Per maggiorare la somma S (dv/ In dj si tenga presente questa
V

considerazione di massimo che, per Ie (4.11), conduce ai seguenti
ralori

X = (1 +• o(l))SÏ, « = (1 + o(l))S5/ In 5, Z/« = (i H- o(l)) In ?

In (X/s) In In ? -h o(l) °° In In T
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Dalla (4.12) segue

-Pt(S; »)< (!-!-«)«/In In Ç

per £ > ?0(s) abbastanza grande : è dimostrata la (4.3) a destra.

Yeniamo a dimostrare la (4.3) a sinistra : fissato JA > 0, il nu-
mero degli indici interi z pei quali

p.+t - pz ^ V- In 5, (1 - 8)5 <p2 < ?

non supera (4)

e, in conseguenza, il numero degli indici interi w pei quali

Pw+i —Pw>V-ln 5, (1 — S)? <i>w ^ Ç

risulta

Qaando | è abbastanza grande, risulta [x ln ? > 2iT(e) e quindi
tutti gli indici w appartengono alla categoria degli indici <u e per-
tanto

^ ^ ^ l n i S I
ln d„ — w ln dw — ln ((* ln Ç)

K- lu 5

Adesso si tratta di scegliere il valore di y. più conreniente
per noi : assumendo [/ = E/<&s otteniamo

e questa valutazione al disotto, unita alla (4.12), conduce alla parte
a sinistra di (4.3).

I l Teorema I I risulta cosi dimostrato.

4) Vedi G. RICCI, loc. cit. in (3) ; in particolare il Lemma 5 (n. 6.2)
teniamo presente che Cs(O, p.) g 65 •


