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SEZIONE SCIENTIFICA
BREVI NOTE

Sulla partizione degli interi in addendi primi
col procedimento del residuo minimo.

Nota di Grovannt Ricor (a Milano)

Sunto. - Deito p' il massimo intero primo <n, si pore n=1p' + n'; detto
p"’ il massimo intero primo <n' si pone n=7p' + p" 4 n' ecc. In questo
modo si assegnu univocamente «la particione di n in addendi primi
col procedimento del residuo minimo». Si studia il numero degli ad-
dendi di questa partigione. Si dimostra che il numero degli imteri n
della forma n =7p' + p" appartenenti all’ intervallo (1 —3) <n<E ha
il «vero ordine di grandezea » 3E[/Inlng,

1. - Definizione e prime osservazioni.

Sia p,, p,, P;,... la successione crescente degli interi assoluti
primi; denotiamo con p il generico numero primo e con p (usando
il sopra-segno) il numero primo successivo a p; con p’ il' numero
primo successivo a p’ ecc.

Sia # un intero assoluto maggiore di 1 e si scelga il massimo
intero primo p’ non superiore a m, ciot sia p' < m << p’; allora &
n=p"+ n'(n =0) (eventnalmente n =p’, n=p'+1). Se » > 1
procediamo .su #n’ come su # e otteniamo n =p’ + p" + n”’ (n” = 0).
Cosl continuando, poicheé # > n' > %" > ... si perviene a un ultimo
addendo (sia il k-esimo) che & 1 oppure p*® primo. Allora poniamo
(a seconda dei due casi possibili)

(11) n=p'+p"+..+rp*P+1 oppure n=p+p"+..H+pEr-V4 p»,
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La partizione di % cosl ottenuta in addendi primi (ed eventual-
mente come ultimo termine 1’unith) si dira la partizione di n in .
addendi primi col procedimento del residuo menimo e anche, abbre-
viando, la partizione (8) di n.

La partizione (§) dell’intero 1 si assume 1 =1,

K’ evidente che ogni intero positivo ammette una e una sola
partizione (&).

Esempi
1=1 6=5+1 27 =23 +383+1
2=2 7="7 100 =97+ 3
3=3 8=7+1 300 =293 + 7
4=3+1 9=74+2 1.000 = 997 + 3
5=5 10=7+3 10.000 = 9973 + 23 + 3 + 1.

Denotiamo con &(k) la classe degli interi # la cui partizione
(8) consta di & addendi, ciod & del tipo (1.1); denotiamo con §(k, 1)
e con 3k, p'™) le classi degli interi n, contenuti in k), pei quali
vale rispettivamente la prima o la seconda delle rappresentazioni
(1.1): in questo modo si pone in evidenza il valore dell’ ultimo
termine della partizione. E’ ovvio che &(1) & la classe degli interi
1, py, Py, Pg,...; le classi &1, 1) e §(1, p’) sono costituite di un solo
elemento (1 o p'). '

La classe &2, 1) & costituita da tutti e soli gli interi della
forma p + 1. La classe &(2, q) (g primo) & costituita da tutti e soli
gli interi della forma n—=p -+ gcon p + 1 <n <p. 82, 1) e 2, q)
contengono infiniti elementi.

Per gli esempi sopra esposti abbiamo :

10€ 82, 8), 27€ &3, 1), 10.000 € 8(4, 1) ecc.
Come conseguenza immediata delle definizioni poste sussistono
le seguenti proposizioni :
a) La partizione (1.1) & una partizione (§) quando e soltanto
quando per ogni 1 <h<k—1¢8
1 -
PP 4 Pt 4 o < p™, (h=1,..,k—1)

b) Se 1< h <hy <..<h,<k ciog se (h,,..., i) ¢ una com-
binazione di $(< k) interi (in ordine crescente) scelti fra 1, 2,.., k
allora

n = p(hl) + p(hz) —+ ...+ p(hs)

(eventualmente p(ts) = 1) & una partizione (&) di »’".
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¢) Se p +n < p, allora dalla (1.1) si ottiene
N=p+n=p+p +. +p*P+1 (oppure + p¥)

che & la partizione (§) dell’intero %,. (Ampliamento iniziale della
partiz. (§)).

d) Inserendo il termine p fra i due termini p®—V e p® della
partizione (§) di un intero =, si ottiene la partizione (&) dell’intero
%, =#n + p quando e soltanto quando sono verificate le 4 condi-
zioni seguenti :

. X 1 - :
PP 4+ Y D D %p"" < p® h=1, 2,..,¢—1)

1 -
p® <p
(implicitamente risulta pt—2 > p > p'?).
Quando ¢=1 si ricade in c¢).
e) Se k=2, ogni classe §(k, 1), 8k, p'*) contiene infiniti ele-
menti.
Infatti ogni intero p,p,..p, +1, (1=2, 3,.., p,), non & primo
& quindi lim sup (P4, — Pn) = + oo ; assegnata una (&) si pud ef-
fettuare in infiniti modi un ampliamento iniziale (vedi c¢)). Proce-
dendo con tali successivi ampliamenti si perviene all’asserto.
f) Dalla proprieta nota (p, ., —p.)/p.—0 segue (n— p’)/p’'— 0
per # — -+ oco. Lia successione (finita) p’, p”,.... decresce molto ra-
pidamente.’

p+p‘“+...+%

2. - Il numero dei termini e ’elemento minimo.

Per ogni »n €8 k) poniamo x(n) = k; ciod x(n) =k quando k & il
numero dei termini della partizione (8) di ».

Denotiamo con i, I'intero minimo appartenente a &(k) e con
#x(1) e wu(p) Vintero minimo appartenente rispettivamente alle clas-
si 8k, 1) e 8(k, p) sottoclassi di F(k).

Esempi: x(1) =1, »(p)=1, »(p + 1) = 2 (quando p > 2), x(4) = 2,
%(27) = 38, %(1000) = 2 ecc. '

=1, p,=4, u;=27, ecc.
us(2) =9, p3) =10, p,(1)=27, ecc.

Poiche esistono interi # con x(n) arbitrariamente grande men-
tre & x(p) =1 per ogni p, risulta

1 =1lim inf x(n) < lim sup x(n) = + oo.
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Denotiamo con g¢(m) il minimo intero primo ¢ tale che ¢ < g+
+ m < g, cioé se # & il minimo indice per cui p, +m < p, ., si
pone g(m)=p,. Esempi ¢(1)=38, ¢(2)=4¢@B)=7, q(4)=q(d) =23,
q(6) = q(7).=83, ¢(8) =...= q(13) =113, g(14) = ... = q(17) = 523 ecec.
a) La successione u,, {.Lz; Pg,... & crescente: questo. & imme-
diata conseguenza del n. 1 b) che consente la soppressione di ter-
mini della partizione &(k) per passare a partizioni §(k—1), §(k—2), ...
" b) Sopprimendo il termine iniziale p’ della partizione (§) del-
I’intero p, si ottiene la partizione (&) dell’intero w,—p’ che ap-
partiene a &k — 1): si verificano questi due fatti (nell’insieme
necessari e sufficienti): i) Vintero p, —p’ & p,—,; ii) p' = g(¥4—1)
ciod esso & il minimo intero primo pel quale p’ + u,_, < p’. Ne se-
gue la formula ricorrente

(2.1) e = qlg—) + -

I primi valori della successione |{p,| si possono ricavare da
una tabella numerica di A. B. WEsSTERN (') che fornisce la suc-
cessione |p,x| degli interi primi p,+ << 107 tali che la differenza
Pntyy — Pp* € maggiore di ogni differenza p,,, —p, con n <n¥:
otteniamo

=1, p,=4=3+1, u, =27=23+3+ 1,
v, = 1364 = 1327 + 23 + 3 + 1, y; > 107

Lia successione cresce molto rapidamente : sull’andamento di
3 .

questa successione possiamo ricavare la seguente debole informa-

zione.

TeorEMA 1. — Sia 6% Destremo inferiore dei. numeri 0 tali che
Poyg —Pn < pS per n abbastanza grande. Allora, per ogni >0,
quando k = k() (abbastanza grande) é

Hr—1

1—c

1
(22) [ Ing,, <lnp, <
OSSERVAZIONI. — 1) La successione maggiorante di |p,| fornita
dalla parte a destra & crescente molto: rapidamente perche & co-
stituita da esponenziali via via iterati.

(Y) Vedi A. E. WESTERN, Note on the magnitude of the difference bei-
ween successive primes, < Journ. London Math. Soc.» 9, 276-278,.(1934) ; la
tabella & riportata anche in G. Riccl, La differenza di numeri primi con-
secutivi, « Rend. Sem. Mat. Torino », 11, 149-200, (1952), Errata-Corrige,
Ibidem, 12, 315, (1953) (vedi p. 192).



SULLA PARTIZIONE DEGLI INTERI IN ADDENDI PRIMI COL PROCEDIMENTO ECC. b

2) B’ noto che 0 < 6% < 48/77 (*) e quindi si pud pensare, per
esempio, 1/(6®* +~¢)=1,6. La successione minorante & definitiva-
mente un esponenziale e ciod exp (1,6(k — k).

DimosTRAZIONE. — Dimostriamo la parte a destra.
Sia 0 <8 < 1; per ogni ¢ >0 esistono indici »’ tali che
P/ _'_pn'>(1—5) lnpn" (1—8)5 <pn’__£_5
quando §>¢§(c, 8) abbastanza grande. Infatti, se per ogni » tale che

(1—38k<p,<E, fosse p,,, —p, < (1 —¢)lnp,, allora avremmo

oo Z (Ppar—0) (L —€)21np,
(1—d)e<pn=t =
ol —e)E—(1—3E =1 —e)

che & assurdo. Questa osservazione preliminare ci consente di af-
fermare che la successione erescente | p,/ | degli interi primi p,, tali
che p,r,—p, >(1—e)Inp, & infinita e, d’altronde per »’ abbastanza
grande & p,r,, < p.,/(L —3)’ e quindi (assumendo & abbastanza pic-
colo) (1 —s)Inp, 4, <<(l —elnp, + 1/2.

La definizione di g(m) ci da

Q([(l —¢)ln pn’]) =P

Sia v il minimo %’ pel quale p,_, =[(1 — ¢)1In p,], allora risulta

In py = (u,—, + 6)/(1 —¢), (0 <6 < 1), e quindi anche
(x—) = pv=exp | (x— + 8)/(1 — <) 1.

Impiccolendo preventivamente ¢, si pud trascurare 6 e abbiamo,
per k abbastanza grande,

glxp—y) < exp | iy (1 —€)
e quindi dalla (2.1)
<< OXp | pp— /(1 — )} + ey

Impiccolendo ancora preventivamente ¢, si pud trascurare il
secondo termine e abbiamo, per k abbastanza grande,

pr << eXP | sy /(L — ) {
2) Dimostriamo la parte a sinistra.
(2) Questo valore & stato dato da E.C. TrrcHMARSH: vedi A.E. INgHAM,

On the difference between consecutive primes, « Quarterly Journ. of Math. »,
(Oxford series), 8, 255.266, (1937); vedi anche G. Riccr, loc. cit. in (1) p. 185.
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Per m abbastanza grande & (in base alla definizione di 6%)
m < g(m) — glm) < (g(m))?*+:

da cui segue ¢(m) > ml®*+9 e quindi per la (2.1) &, per k abba-
stanza grande,

1/(6*
Y > #kl(—1+£) + Ur—y

e, impiccolendo preventivamente ¢, abbiamo
1
Inpy > g In—y-
I1 teorema risulta cosi dimostrato.

3. - Le c¢ostanti H e Cs.

Conviene richiamare qui il significato di due costanti, che ci
saranno utili per studiare la distribuzione degli interi di &(2).

Fissato il numero 3§, con 0 <31, consideriamo lintervallo
(1 — 8% <% <% Denotiamo con Zs%(%; 2a) il numero degli interi
« pei quali sono verificate le condizioni

(3.1) Pas1 — P = 2a (intero pari =>2)
' (L— 3 <p. < (0<3<1);

se detto numero si scrive sotto la forma

: p—1 &
3.2 *E: 9q)=zs%(E: 2). 1 P T, %
(3.2 Zs*(5 ; 20) = 2z5*(%; 2a) s<ple p—2 In't

allora & mnoto, secondo V. BRruN, che, per.3 fisso, la funzione
25*(%; 2a) dei due argomenti % e 2¢ & limitata superiormente nel
campo 0 < 2g < 3% < + co. Ponendo

(3.3) Cs = lim sup z5*(; 2a) (0 < 20 < 3%,

£— +o0
la costante @z verifica le limitazioni
(3.4) H < C; < 16H,
dove

H=T1 }1— L

= 0'6601...
p=3 (19 - 1)2

& la costante di SHAH e WiLsoN (3).

(3) Che Qj'sia finito & -risultato classico; la disuguaglianza Qs < 16H,
che & quella pilt interessante per giungere a un valore numerico in cid che
segue, & dimostrata in H. N. SHAPIRO and J. WARGA, On the representation
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4. - La distribuzione degli interi della forma n=p'+p"(p'<n<<p’).

La classe &(2) & costituita dagli interi delle due forme
n=p +1en=p +p'(p <n <p') Fissiamo Vattenzione sull’in-
tervallo

a1 1—3<n<t, 0 <3< 1);

il numero degli interi della prima forma » — p’ + 1 appartenenti
a questo intervallo &

O (E) — w((1L — ) co 88/ In £,

Ci proponiamo di valutare il numero degli interi della forma
n=7p +p” (p) <n<p) appartenenti allo stesso intervallo (4.1):
giungeremo al risultato che esso ha ¢l wvero ordime di grandezza
%/Inln. Ne segue che questo & anche il vero ordine di gran-
dezza degli interi » di (4.1) appartenenti a &(2).

Vale il seguente

TeoreMA II. - Fissato 0 <3 <1 denotiamo con PyE; 3) il nu-
wmero degli interi n della forma

(#2) n=p'+p", P<nelp); (L= Ingi, 031

Per ogni « > 0, quando £ & abbastanza grande, risulta
, H % :
(4.3) (1—&)@@&'ln1n,<Pz‘,,8)<(1+E)1n1n’.
A maggior ragione (vedi n. 3) si ha
(1 —¢)/3218/InlnZ < Py(5; 8) <<(1+¢)3/Inlnk.

DIvosTRAZIONE. - Siano y =y(t) e x = x(}) indici interi defi-
niti al modo seguente

4.4 Py <1 =3 =< p, <Po <& <Potrs (= m(E)’ y = y()

of large integers as sums of primes, I. Communications Pure Appl. Math.,, 3,
153-176, (1950), I. V. CuLaNovsKli; Alcune valutazioni connesse con un nuovo
wmetodo di Selberg mella teoria elementare dei nwmeri (in lingua russa),
Doklady Akad. Nauk SSSR (N. S.) 63, 491.494 (1948) [Vedasi il rapporto
in « Math. Reviews, 10, 855.356 (1949) (P. .T. BaTemaN)>»]. La disugua-
glianza H < @s & dimostrata in G. Ricer, Sullandamento della differenza
di muwmeri primi comsecutivi, Rivista Mat. Univ. Parma, 5, 3-54, (1954);
vedi in particolare il Teorema I1X, n. 2.3, dove si trova H<Z Cs(0, 1) e,
poiché C3(0, A) < Cs(0, + o0) < Cs, ne segue H<Es. In questo lavoro si
troveranno anche altre indicazioni relative ai teoremi di V. BRUN.
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e poniamo
@y = Prsr — P> =1, 2, 3,..)
Per le posizioni (4.4) risulta (essendo 0 <6, 6, < 1)

(4.5) Pyt 8) =0, «n(dy—) + = w(dy) + 0, - n(d,).

y<w<r—1

Poiche d,_, = off), d, =o0(), i due termini estremi al secomdo
membro risultano of%/ 1n %)

Poiche n(n)con/lny, prefissato ¢ >0, si pud determinare K = K{),
tale che per » > 2K(:) si abbia (si pud supporre anche 2K(s) = e?)

(4.6) (1 — &/2p/ In 0 < ) < (1 + ¢/2)2/ In .

Ripartiamo gli indici interi u del tratto y <u <ax — 1 in due
categorie f e v con la legge seguente:

w—=1t se d,<?2K, (ciod d, < 2K)
u=v se d,>2K, (cio® d,> 2K).

Osserviamo che

47 FecoRd,=3d +2d,, ¥InicoZ1l=Z1+31
[ t v uw t v

Per le osservazioni e le notazioni che precedono, la (4.5) ci da
Vespressione di P,(¢; 3) nella forma

(4.8) Py: 8)= 2 =(d,) + Z(d,) + ot/ In %)
t v

Veniamo a maggiorare X =(d,): a questo scopo teniamo conto
t

del teorema di V. BRUN ricordato al n. 3 e, in particolare, della
(3.2) con la proprieta di 2zs%E; 2a):

I1= 2 Zy*&; 2a)

t I=a<K

-1 3t
=! 3 #*;2). m £ (. O
i=e=<K 8( ’ ) 3§p|ap‘—2 In?:

< K, - %/ 1n°g, K, = K\(K).

Da questa otteniamo

2d, < K31 <KK, -5 In,
t t
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e a maggior ragione
(4.9) I =d,) < KK, - 8/ In*&.
t
Introducendo (+.9) in (4.8) otteniamo

(4.10) P,E; 8) = Zn(d,) + o InE)

e dalle (4.7) otteniamo anche le seguenti espressioni per le X (che
v

sono preponderanti)

(4.11) Nd, 0%, S1cod/Int.
v v

Essendo d,> 2K () vale la limitazione (4.6) e la (4.10) ci da

d,
Ind,

(4.12) (1_-5/2)03 O(Hi_z) < PyE; )<<l +5/2)}E do o(i)

Ind, Ink

e siamo pertanto ricondotti a studiare la somma

d,
v Ind, -
Si consideri la funzione
S
Flx,, €5y, )= 2 —h
293 £
hzlln x,A

nel campo x, = €%, x, > €’ .., x, = €' e con il legame
L, + Xy + o + 0, =X (X > se?)

tra le s variabili (x,, «,,.., x). Si riconosce facilmente che il
massimo di F in quel campo e con quella condizione si ottiene
per

X, =@ = ... =X, = X/8
e risulta
Max F(x,, 25, ..., )= _ X .
n (X/s)

Per maggiorare la somma X (d,/1nd,) si tenga presente questa

v
considerazione di massimo che, per le (4.11), conduce ai seguenti
valori

X=(1 + o(1))3%, s=(1+0(1))3/Ink, X/s=(1+o0(1)Ink

X (o)
In(X/s)  Inlnf-+o(l) Inln’
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Dalla (4.12) segue
P, 8 <<(1 +¢)¥/InInk

per > % (<) abbastanza grande: & dimostrata la (4.3) a destra.
Veniamo a dimostrare la (4.3) a sinistra: fissato ¢ >0, il nu-
mero degli indici interi # pei quali
Pepr —p. =pInf, (13 <p, <%
non supera (%)

Cs 8%
(L+ofl)) 57 3

e, in conseguenza, il numero degli indici interi w pei quali

Pyyr — pm> ol In 2) (1 - 8))"; <pw ég

risulta
43

Cs
1——0-—-0(1) 'l—;z.

2H°

Quando % & abbastanza grande, risulta p.ln§>2K(s) e quindi

tutti gli indici w appartengono alla categoria degli indici » e per-
tanto

A, d, wing
,,Zlnd 2",s',:,lnol =ln(pln£)w
p1n t i &
“ln(p.lni)%l oz — o} " 1
Cs 3
=g —ol|¥ iy

Adesso si tratta di scegliere il valore di p. pilt conveniente
per noi: assumendo p = H/C; otteniamo

d, oy L _E
2 lnd,= 9Cs; ‘Inlnt

e questa valutazione al disotto, unita alla (4.12), conduce alla parte
a sinistra di (4.3).

11 Teorema II risulta cosi dimostrato.

4) Vedi G. Riccr, loe. cit. in (3); in particolare il Lemma 5 (n. 6.2)
teniamo presente che Cs(0, p) < Cs.



