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Sulla cornpatibilità di una forma eJlissoidale a tre assi per
una massa fluida cosmica rotante, elettricamente conduttrice,

immer s a in un ca m po magnetico uniforme.

Nota di CATALDO AGOSTIKJELLI (a Torino)

Sunto. • Corne nel n. 1.

1. È ben nota l'importanza ehe hanno assunto recentemente gli
studi relativi all'influenza dei fenomeni elettromagnetici sul movi-
mento di masse fluide di dimensioni cosmiche elettricamente con-
duttrici, immerse in un campo magnetico, o dotate di un campo
magnetico proprio, studi propugnati sopratutto dal Prof. H. A"LFV:ÉN

di Stoccolma ('). Perö essi sono stati finora limitati al solo caso piano,
al caso cioè in cui tutti gli elementi del campo e del moto dipendono
da una sola coordinata cartesiana, oltre che dal tempo. Ma questo è
evidentemente un caso limite che non rispecchia Ie reali condi-
zioni di una massa fluida cosmica come una nebulosa sferoidica,
o una stella, dotata di un moto di rotazione, e in conseguenza dt
un campo magnetico proprio, in cui si manifestano oscillazioni
del campo e pulsazioni di forma (come ad es. nel Sole).

Guidato da queste considerazioni ho iniziato ultimamente alcuni
studi sulla propagazione di onde cosidette magnéto idrodinamiche
in una massa fluida omogenea elettricamente condutfcrice, unifor-
memente rotante intorno ad un asse. Innanzitutto mi sono propo-
sto di determinare, délie equazioni délia magnéto idrodinamica,
delle soluzioni stazionarie, in cui cioè gli elementi del campo e
del moto dipendono solo dal posto, ma sono invariabili col tempo,
caratterizzando in particolare delle soluzioni in cui la massa fluida
rotante (supposta incompressibile), con campo magnetico assiale
uniforme, soggetta inoltre alla propria gravitazione, assume la
forma di un ellissoide rotondo con campo magnetico trasversale
indotto proporzionale alla velocità delle particelle fluide (2). Suc-
cessivamente ho studiato Ie oscillazioni magnéto idrodinamiche

(4) H. ALFVENJ Cosmical Electrodynamics, Oxford at the Clarendon Press,
1953. IDEM, Electromagnetic Phenomena in the Motion of Gaseous Masses
of Cosmical Dimensions, « Problems of Cosmical Aerodinamics ». Central
Air Documents Office • TL B. Building. Dayton 2, Ohio, 1951.

(2) C. AGOSTINBLLI, Solusioni stasionane delle equazioni délia magnéto
idrodinamica interessanti la Cosmogonia, «Rendiconti del]'Ace. Naz. dei
Lincei», Serie VIII, vol. XVII, - fase. 5 • ISTov. 1954.
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nelFiiitorno délie soluzioni ultime a cui ho accennato, ottenendo
due successioni di soluzioni corrispondenti ad onde sinusoidali
rispetto al tempo che si propagano nella direzione dell' asse di
rotazione (3). Infine ho consiëlerato il caso in cui la massa fluida
è soggetta ad un campo magnetico avente,, oltre la compouente
assiale, una componente equatoriale rotante uniforniemente con
la stessa velocità angolare di rotazione della massa fluida (4) caso
che intéressa particolarmente il Sole il quale, oltre a un campo
magnetico assiale, è dotato di forti campi niagnetici dovuti alle
macchie solari, rotanti col Sole.

In questa nota dimostro ora come per una massa fluida cosmica
omogenea, elettricamente conduttrice, immersa in un campo ma-
gnetico uniforme e soggetta alla propria gravitazione, è compati-
bile una forma ellissoidale a tre assi, invariabile rispetto a un
osservatore fisso, in cui Ie particelle fluide hanno un moto ellit-
tico intorno allo stesso asse (6).

2. Lo studio dei fenomeni magnéto idrodinamici in una massa
fluida elettricamente conduttrice, che per semplicità supponiamo
omogenea e incompressibile, di densità costante p0, con permeabi-
lità magnetica j/. e conduttività elettrica <s pure costanti, si riduce
alla considerazione delle equazioni (5)

(1) d~ -+- rot (fl/\t;) + fco
l rot rot H = 0

ot

ai p0 A0

(3) div v = 0, (4) div H = 0,

ove si è posto

(3) C. A G O S T I N E L L I , Oscillasioui magnéto idrodvnamiche tn una massa
fluida rotante, di dimensioni cosmiche, di forma ellissoidale rotonda, « Atti
dell 'Accademia delle Scienze di Torino », vol. 89, 1954-55.

(4) I DEM, Oscillazioni magnéto idrodinamiche in una massa fluida
cosmica uniforniemente rotante, dotata di un campo magnetico assiale e
di un campo magnetico**equatoriale rotante, idem, idem.

(5) Cfr. : C. A G O S T I N E L L I , loco citato in (3).
(6) P e r quanto r igua rda il movimento di una massa liquida ellissoidale

a t re assi, g rav i tan te e rotante, si veda anche : C. AGOSTINELLI , Configu-
ra&ioni di equilibrio di una massa liquida omogenea attratta dapiu centri
lontani con la legge di N E W T O N . « Memorie della R. Accademia delle
Scienze di Torino », Serie J I , Tomo I I , P . 1. (1943-44).
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essendo H Fintensità del campo magnetico, v la velocità delle
particelle fluide, p la pressione, c la velocità della luce nel vuoto,
U il potenziale delle forze di mutua attrazione newtoniane.

Detto 0 il centro della massa fluida, che supponiamo mobile
ai moto uniforme con velocità costante i?0, indicando con JP un
punto della stessa massa fluida, cereheremo soluzioni delle equa-
zioni precedenti in cui v ed H siano della forma

(6) v = a(P - 0) (6')

ove JEf0 è Tintensita di un campo magnetico uniforme, YO e u n a

costante scalare arbitraria, ed a è una omografia vettoriale ehe
supponiamo somma di una assiale wA, con o) vettore costante,
avente la stessa direzione di JET0, e di una dilatazione (costante) ij/,
cioè

(7) a = Ü)A

E-iferiremo la massa fluida ad una terna di assi 0(xyz) di ver-
sori J, t7, ~K) con l'origine nel centro 0, di direzione invariabile
e Fasse Oz coincidente con Tasse di rotazione. Sarà allora

(8) JBro = HoKf w = o>K.

Supporremo inoltre che la dilatazione i operi parallelamente
al piano xy, che cioè sia ĴK = O. Ne segue che sarà anche alf:=0,
aJÏ0 = 0.

Le condizioni (3) e (4) risultano entrambe identicamente veri-
ficate se 1' invariante primo di ^ è nüllo :

(9) 1$ = 0.

Ciö premesso dalle (6) e (6') si ricava

dH dv
d P ^ Ï 0 'dP'

dH

rot

rot H = Yô

dH dv
dpv-dp
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e pertanto V equazione (i) è identicamente verificata.
Si ha inoltre

rot H A H = 2ToXow A [JT, + ï „ y « - «,)] = 2Y,2V(a>AMP - 0),

e 1'equazione (2) diventa

(10) [«' - 2Yo
I(a>A)a](P - O) = grad ( ü - ^j .

Questa equazione mostra che 1' omografia a2 — 2yo
5(a)A)a deve

essere una dilatazione, come si riconosce facilmente prendendo il
rotore di ambo i membri ; ma si ha

ja s (1 — 2Yo
2)[(o)A)2

perciö deve essere

(11)

X*a dilatazione ty deve dunque verificare Ie condizioni (9) e (11),
e sarà inoltre <kK = 0. Verificate queste condizioni avremo

a ^ (Ü>A)2-+-f •

Dopo ciö dalla (10), moltiplicando scalarmente per dP, si ricava

! (ü>A)2 -+- W — 2y0 [ Ü)A)? H- (Ö)A)+] ! (P — O) X dP = d ( ü — - )
\ Po/

e integrando si ha

(12) ^|(ü)A)ï-+-^~2Y0
2[(wA)2-+-(o)A)|]i(P~O)X(P-O)=Z7-f H- cost.

^ Po

3. Supponiamo ora che la superficie che limita la massa liquida
sia un ellissoide i cui assi, di direzioni invariabili, comcidono con
gli assi coordinati 0(xyz). Essendo v una dilatazione costante,
P equazione di questa superficie sarà délia forma

(13) F s (P — 0) X v(P — 0) - 1 = 0

e nei punti di essa dovremo avere

dF

Ma
dF
dt

-+- gradpFxvziz 0.

= - 2v0 x v(P — 0), gradp F= 2v(P - 0),
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ne segue

v(P - 0) X oc(P — 0) = 0, ovvero : (P - 0) X va(P — 0) = 0.

Quest' ultima relazione deve essere soddisfatta qualunque sia
la direzione del vettore P — 0. Essa esprime pertanto che 1' omo-
grafia va = v(toA -+- +) deve essere assiale, e si ha pertanto la con-
dizione
(14) V(Ü)A + t) + ( -wA + t)v = O.

Se chiamiamo a, &, c i semiassi delFellissoide (a ;> Ö .> c), i cui
versori sono I, J", if, tenendo conto della (13) avremo

Ponendo inoltre

si ha che la condizione (14) richiede che tutti gli elementi ƒ„ della
dilatazione J> siano nulli ad eccezione di fï% che si ricava essere
dato da

Si ha dunque

e in tal modo sono anche identicamente verificate le condizioni
(9) e (11).

In base a qaesti risultati, indicando con x, y, z le coordinate
della generica particella P, la (12) diventa

(16) —5 (w2 - f\t)(x?-^yt) +-yo*M2(x* f y^ + t^tofufa*—2/2)= ^— ~ •+• cost.

Ponendo
OO OO

_ f dl C dX

(17) ° • °

At = TzfabcpQ l ——, AR = -Kfw
(c' + X) V*(X)

ove ƒ è la costante di attrazione universale ed è

4>(X) = (a2 + X)(6* -H X)(c2 ~ X),
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il potenziale dell'ellissoide omogeneo considerato, in punti interni,
risulta corne si sa

U= ÜQ - (A& -t- AM* + ^ 2 )

e pertanto in superficie, ove la pressione è nulla, o costante,
la (16) porge

- \ K - f12
2) -f- To

?o>(o, + ƒ

H- | i l f — g (cö* — ƒ,/) H- Y0M
to — f„)| y* H- ̂ 30» = C0St.

Questa, con una opportuna scelta della costante del 2° membro,
deve identificarsi con 1' equazione

Pertanto affinchè per la massa fluida considerata possano esi-
stère forme ellissoidali a tre assi devono essere yerificate Ie con-
dizioni

fn)} -

o v e A* ^ espresso dalla (15). Le (18) costituiscono due condizioni
che legano i semiassi a, 6, c delP ellissoide con la A^elocità ango-
lare ô . Fissata o> entro limiti convenienti, e supposto noto il YO-
lume (o la massa) delF ellissoide, risulteranno determinati in con-
seguenza i semiassi a, 6, c, i quali dipenderanno anche dalla
costante y0 che è in relazione con l'intensita del campo magnetico
trasversale indotto.

I l moto delle particelle fluide nella massa ellissoidale che cosï
si caratterizza sarà un moto ellittico intorno all'asse di rotazione,
men tre la massa medesima avrà forma invariabile rispetto a un
osservatore fisso.

Sostituendo in luogo di flt il suo valorej dalle (18) si ricayano
Ie relazioni equiyalenti

. c . 2a6 s o t 6
1 a2 * (a2-+-6J)2 '° a2 -+• b2

( c* 2a'6? ft8
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Tenendo conto dei valori di Al^ JL2, JL3, si riconosce subito che
i primi membri delle equazioni (19), per a > b > c, sono essen-
zialmente positivi. Tali saranno anche i secondi membri e pertanto
sarà necessariamente

Ponendo

la prima delle (19) diventa

<20) -5

montre eliminando oy* si ha facilmente

(21) t[s — yo
x(s -+- t)]A, - s[t — Tos(s -

Queste due ultime equazioni possono servire di base per un'u-
tile discussione del problema. Cosi pure col procedimento seguito
nel lavoro citato in (4) si possono studiare le oscillazioni magnéto-
idrodinamiche in prossimità della soluzione stazionaria ellissoidale
qui caratterizzata.


