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Sulle soluzioni sottoarmoniche semplici, nei sistemi
non-lineari a due gradi di liberta.

Nota di GABRIELLA MANARESI (a Bologna)

Sunto. - Si¢ determinano alcune semplici soluzioni sottoarmomniche per le
oscillazioni forzate di un sistema mon lineare a due gradi di liberta e
81 esamina la stabilita di tali soluzioni.

1. Sia dato il sistema di equazioni differenziali non-lineari:

Ll'af:, —+ M:'J&,z — tp(&al) “+ %—‘ = E sen (0, —+ ¥)
1 o,

@)

ME:I-{-L,:Z, +%g:0
2

dove L,, Ly, M, C,, C,, », y sono costanti ed M* <<IL,L,; inoltre
¢(x) @ un polinomio nelle potenze dispari di x. Scriveremo ciod&:

. . .
Uy, a,x" T a,x,"”

5 e
3

o) = a2 +

dove 7, » sono numeri dispari.
Il sistema (1) rappresenta due circuiti elettrici accoppiati in-
duttivamente, il primo con resistenza non-lineare e soggetto a
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E
una forza elettromotrice impressa oo sen (0,8 +v), 1’altro con resi-
1
stenza trascurabile.

Derivando le (1) e ponendo ¥, =x,, ¢y, —,, si ottiene un si-
stema formato da un’equazione di LIENARD, collegata, tramite un

termine induttivo, all’equazione di un circuito lineare. Se ¢(x) si
. . s . pa? . .
riduce al polinomio di terzo grado @ — g, la prima equazione

diviene del tipo di VAN per PoL.

In questa nota, dimostreremo anzitutto che il sistema (1) (e di
conseguenza quello che si oftiene derivando il sistema (1)) ammette,
per particolari valori di w, e dei coefficienti del polinomio che

N . . . 3 . . . w . -
esprime ¢(x), soluzioni sinoidali di pulsazione w — Wl’ cioé solu-

zioni sottormoniche semplici di ordine % ; nel caso di VAN pER PoL
di ordine tre. Dunque anche 4 sistemi non-lineari a due gradi di
liberta possono avere soluzioni sottoarmoniche semplici.

La ricerca della stabilita di tali soluzioni, offre notevoli diffi-
coltd perche occorre risolvere sistemi di equazione lineari a coef-
ficienti periodici; questione molto complessa anche se la mnon
linearita & debole. In questo caso perd, almeno se M non & troppo
elevato, quelle soluzioni possono ritenersi instabili.

2. Poniamo :

Q) x, = A cos wt x, — B cos wt

dove A e B sono costanti.
Le (1) sono soddisfatte se:

9(— Aw sen wf) = g sen (w,f + ¥)
1

(3) A (Ci — w?Ll) — BMw? =0
H
1
— AMw?*+ B <~ — L20)2> =0.
C,

La prima relazione & possibile solo se y=0, v, = %» ed i co-
efficienti a,, a;....a, soddisfano alle relazioni messe in evidenza
dalla Mixvozzz (%).

(1) L. Mixozzr: Sulle soluzioni sottoarmoniche dell’ equazione di Liénard,
« Bollettino dell’ Unione Matematica Italiana», (3) IX 1954, pagg. 196-198.
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La seconda e la terza equazione sono possibili solo se w’ & una
radice dell’equazione :

— oL, — Mon?

I
=]

(4) 1
| — Mn? 672 — 0L,

cioé se »w & una delle pulsazioni delle oscillazioni libere dei due
circuiti rappresentati da (1), qualora fosse nulla la resistenza non-
lineare ed, ovviamente, la E. Soddisfatta-la (4), una delle ultime
di (3) permette di calcolare la B, nota la A.

Tornando alla prima di (3), osserviamo che, nel caso di Vaw
DER PoL, tale equazione diventa :

3
an A sen wf — & »? sen® vl = E sen 3wt
3 30

.. 3 sen 3wt | .
da cui, ricordando che sen?® wf{— zsen ot — i siricavano le
equazioni:

- p oA _E
4o — fo?4* =0 3°4° 30
che sono soddisfatte se:
2/ «
A:;‘/E E:me‘/g
oppure se
3 ___ [ p—
_ 1B _/E®
) A@E *=V ot

e il valore di B si ricava, come gia si & detto, dalle ultime di (3).
In questo caso si conclude I’ esistenza di una soluziomne sottoarmo-
nica di ordine tre. Nel caso generale, come ha mostrato la MiNozzI,
esprimendo la o (— Ao sen wf) come funzione lineare in sen rwi, con
r dispari e variabile da 1 ad %, la prima delle (3) si spezza nelle
7+ 1

5 equazioni :
n—1
- @, A"0" K
)] (—1) 2 1.0 " no
n
a4’ o’ Doz g2, rte 1 Ryt —
(6) ‘),__—17'4—2'_,_‘44 [0} +'+§ﬁﬂ nw—r aﬂA o*=10
=] . 2
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dove la seconda relazione vale per #» dispari, compreso fra 1 ed
n — 2, estremi inclusi. Da qui, fissati £ ed a,, si pud ricavare
dalla prima il valore di

n

n—1
=—1,/2"E
A=(—-1) 2 —-V .

wa,

©)

Le altre equazioni risultano soddisfatte scegliendo opportuna-
mente i coefficienti a,, a,...a,_,. Percid tutti i coefficienti della
o(x) saranno funzioni di a, ed E. B ovvio che I’ultima della (6),
dove a,, a3...a,_, siano espresse in funzione di a, ed H, pud
considerarsi un’equazione algebrica di ennesimo grado in A, che ha
una soluzione uguale al valore di A4, ricavata dalla (). Resta cosi
provato che, se i coefficienti di (6) sono della forma ora indicata,
esistono soluzioni sottoarmoniche semplici, di ordine n, del sistema
considerato.

3. Poiche studieremo la stabilitdh delle soluzioni sopra trovate
solo nel caso della debole non-linearita, poniamo nelle (1) o(x)=

=eul»(x), dove ¢ & un numero che supponiamo molto piccolo. In
questo caso & facile verificare che la soluzione sotfoarmonica tro-
vata coincide, a meno di termini in ¢ e potenze di ordine supe-
riore, con una soluzione periodica delle (1) quando E — 0, che rap-
presenta cioé una oscillazione libera dei circuiti descritti da queste
equazioni.

Per dimostrare cid, moltiplichiamo la prima di (1) (con K = 0)
(in cui si supponga x, ed x, espresse mediante le formule (2)) per

2
senwf e poi si integri da 0 a T = g :
T
(7) frp(— Aw sen i) sen widi = 0

0

ora la (7) equivale a supporre nullo il coefficiente del termine in
sen wt dello sviluppo di ¢(— Aw sen w?) in somme di termini in
sen rwf. A questa equazione, con gli a,, a;..a,_, espressi me-
diante E ed a,, soddisfa, come si & detto, 4.

Invece in un’oscillazione periodica di-(1) con £ =0, x, vale, a
meno di termine in ¢, Ncoswi dove N deve essere una soluzione
della equazione (*)

(8) ’ 9o(— oN sen wt) sen widt =0

0

(2) D. GrarFi: Sull’ espressione delle soluzioni periodiche nei sistemi
non-lineari a due gradi di libertd, « Memoria Accademia delle Scienze »
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equazione identica a (7); un valore di M coincide dunque con 4.
Tenendo presente le relazioni fra x, e x,, esposte nella memoria
ora citata, si ha che a meno di termini in ¢, le soluzioni sottoar-
moniche coincidono con le soluzioni periodiche di (1), con E =20,
come si & affermato poco fa.

4. Scriviamo ora le equazioni alle variazioni per il sistema (1),
supposto x,, «x, espresse da (2); A e B hanno i valori sopra indi-
cati. Posto in (1) in luogo di x, ed x,, x, + 3x,, x, + 8z, e trat-
tando dx,, 8x,, come infinitesimi, dette equazioni hanno la forma:

.- . ‘l’ 8:1;1
L3 M3 3 =0
S 182, + Mbw, — e x + T,
Sa,
MS:)G, + L 3962 T = =0.
2

Le equazioni alle variazioni per il caso delle oscillazioni libere,
hanno la stessa espressione, solo che in luogo di x, e x, bisogna
porre A coswt, Bcoswi, sommato con termini in . Poiché x, e x,

Istituto di Bologna, (10), X, (1952-53), pp. 39-46. 11 GRrArF1 considera un
sistema che contiene come caso particolare il seguente, ottenuto derivando
il sistema (1) e ponendo x, =y, X =ys:

.o . . y .. .
@) Lijy + My -+<f ()1 + ¢, =0 B) Lygia + Myjp + gt =0

d . . ;
con f(y,) = %(y—‘), che ha per soluzioni «,, @, e dimostra poi che, a meno
Y4
di termini in e si pud serivere:
%, =y, = — N sen wi

(in realtd il GRAFFI pone in luogo di sen wf, cos wf; ma ci si riconduce
subito al nostro caso, con un cambiamento dell’istante iniziale) e che N

soddisfa 1’ equazione :
T

ff(—- oN sen wi) cos? widt =0

con T= 2%: Ma, con una integrazione per parti, tale equazione si riduce a :
T

fcp(— Nov sen wt) sen widi =0

0
che coincide con la (8). Ora poich®, come si ricava subito integrando la
prima di (1) su un periodo, il valore medio di z, & dell’ordine di ¢, si
trae che lo sviluppo in serie, FouriEr di x, vale N sen wf, sommato con
termini dell’ordine di ¢, come si & affermato nel testo.
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compaiono solo nel termine moltiplicato per ¢, si ha che, a meno
di termini in <%, le equazioni alle variazioni delle oscillazioni li-
bere coincidono con quelle delle oscillazioni sottoarmoniche, e la
stessa coincidenza si avrhd per i rispettivi esponenti caratteristici.
Ora, la stabilith delle oscillazioni libere del sistema (1) in cui
E =0 (in realth per quelle ottenute derivando tale sistema, ma
la questione & identica perche gli esponenti caratteristici sono gli
stessi) & stata studiata da ANDRoONOwW e Wirt (%)

Intanto, poiche il sistema & autonomo, uno degli esponenti ca-
ratteristici & zero. ANDrRONOW e WirT hanno deferminato le con-
dizioni affinché gli altri esponenti caratteristici, determinati a
meno di ¢* e potenze superiori, siano a parte reale megativa. Se
queste condizioni non sono soddisfatte, o meglio, se almeno uno
degli esponenti caratteristici & a parte reale positiva, a meno di
termini in <%, resta provato, per quanto si detfo, I’instabilita delle
oscillazioni sottoarmoniche per piccoli valori di e.

Nel caso della stabilita delle oscillazioni libere, cioé quando
tutti gli esponenti caratteristici (escluso quello nullo) sono a parte
reale negativa, non si pud affermare la stabilith delle oscillazioni
sottoarmoniche, perche I’ esponente caratteristico, rigorosamente
nullo nel caso delle oscillazioni libere &, nel caso delle oscillazioni
sottoarmoniche, nullo solo a meno di termini dell’ordine di % e
potenze superiori; percid occorrerebbe risolvere 1’equazione alle
variazioni delle oscillazioni forzate, fino almeno all’ approssima-
zione dell’ordine di e. Tl calcolo non si presenta affatto semplice
e lo ometteremo. E da notare perd, che, per M =0, il CoroxBo (*)
ha provato, nel caso del VAN DER Por, che quell’esponente caratte-
ristico ha parte reale positiva per termini dell’ordine di %, percid,
per continuita, sard tale almeno per M molto piccolo. Si pud dunque
concludere, come si & detto in principio, che, almeno nel caso di
VAN DER Pown, per ¢ piccolo ed M piccolo, le soluzioni sottoarmo-
niche trovate sono instabili.

(®) ANDrRONOW e WITT: Sur la théorie mathématique des systémes auto-
oscillatoires & deux degrés de liberté, « Journal of Technical Physies
U. 8. 8. R. 1934>, Vedi anche MINORSKY: Non-linear Mechanics, I. W.
Edward Ann Arbor 1947 pag. 148.158,

() G. CoLoMBO : Sopra un singolare caso che si presenta in un problema
dv stabilita in meccanica non-lineare, « Rendiconti del Seminario Mate-
matico dell’Universitd di Padova », anno XXII 1953, pag. 123-133.



