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Lacune unilaterali, emisimmetria di tratti e teorema di Fabry.

Nota di DELFIKA ROUX (a Milano)

Suato. - Vengono stabiliti due criterî sufficienti perché la serie di potenze
oo

'S attz
w, avente raggio di convergensa 1, ammetta il punto z = l corne

critico (singolare). La prima di tali condizioni è analoga a quella del
teorema di FABRT-PÓLYA riguardante le serie di potenze non prolun-
gabili e che richiede la presensa di " lacune unilaterali,, generalis&ate
nk(l — •&•) g n g nh alla sinistra (oppure nh < n g nk(l -4- $•). alla destra)

di una successione \ nk\ con \ anft | —£ 1. La seconda riguarda il caso in
cui le lacune presentino una emisimmetria.
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1. In uno studio di Gr. PÓLYA (l), dedicato alle serie di potenze
non prolungabili, viene stabilito un criterio sufficiente nel quale
sono presi in esame tratti di coefficienti nulli, che potremmo chia-
mare lacune uniïaterali per il fatto che a un estremo, anzichè al
centro, si richiede la presenza di un coefficiente abbastanza grande:
tali lacune possono contenere coefficienti anche non nulli, purchè
abbastanza pochi. La proposizione è la seguente :

00

TEOREMA (di G. PÓLYA) « 2 anz
n abbia raggio di convergenza 1.

Siano | nh \ una successione crescente di indici interi positivi,

(h= 1, 2, 3 ...), tratti alla sinistra e alla destra degli indici nh, v\
e v"h il numero dei coefficienti am non nulli rispettivamente nel
tratto (I'h) a sinistra e nel tratto (I"h) a destra.

Consideriamo Ie tre relazioni di limite

a) ïïm" | anh |*K = 1, b) v'Jnh - 0, c) v\\nh - 0 :

il verificarsi simultaneo di (a) e (b) porta di conseguenza che
QO

S anz
n non è prolungabile : lo stesso dicasi per il verificarsi simul-

n=0

taneo di (a) e (c) ».
L'interesse di questa generalizzazione del teorema di FABET,

ottenuta col passaggio ai tratti uniïaterali, è stato posto in rilieyo
da G. JElicci p). Nella presente Nota ei proponiamo di stabilire dei
criteri che localizzino un punto critico, seeondo l'ordine di idee
inaugurato dal YIVANTI e sviluppato fino alle ultime proposizioni
di E. FABET^ nelF intento di sottoporre a condizioni sufficienti,
anche qui, una successione di tratti uniïaterali e possibilmente di
sfruttare la loro eventuale emisimmetria (3).

A questo problema rispondono i due teoremi seguenti, la cui
dimostrazione, anzichè appoggiarsi sul procedimento di Gr. PÓLYA.

segue la linea di G. SZËGO e H. CLATTS (4), considerando opportune

(*) Gr. PÓLYA, Ueber gewisse notwendige Beter min antenkrit er itn fur die
Fortsetsbarkeit einer Potenzreihe, «Mathematische Annalen», 99 (1928),
pp. 687-706. In particolare vedi p. 703, nota (18).

(2) Gr. BICCI, Sulle serie di potenze prolungabili e ultraconvergenti (in
corso di pubblicazione), Prolungabilità e ultraconvergenza delle serie di
potende. Modulazione del margine delle lacune (in corso di pubblicazione).

3) Gr* RICCI, Emisimmetria di tratti e teorema di Vivanti-Pringsheiwi.
Hadamard'Fabry relatvvo ai punti critici, « Bollettino U. M. I. ». (3) 9,
pp. 126-135.

(4) H. CLAUS, Neue Bedingungen für die Nichtfortsetzbarkeit von Po-
tensreihen, « Mathematische Zeitschrift » 49 (1944), pp. 161-191.
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successioni di polinomi ; si fa anche uso della funzione intera
ausiliaria introdotta da G-. FABEK.

TEOREMA I. - La serie di potenze

(1.1) f(z) = f anzn

n=Q

abbia raggio di convergenza 1. Il punto 1 e singolare se è possibile
determinare

a) una successione crescente \nh\ di indici interi nx, n 2 , . . . ,
b) una successione \yh\ di orientazioni y1} Y2)-->
c) un numero reale 0 < Sr < 1, in guisa che si abbia ;

(1.2) Ke {anhe-hh) > 0, j Ee ia^e-^h) \ linh — 1 per h~+ -H OO,

e, per il numero v^ delle variazioni di segno di Re (ame~~ lth) al
variare di m nelV intervallo

(1.3) nh{l — s) <; »

(coZ trascurare gli eventuali valori nulli), risulti

(1.4) vj»fc — 0 per & — -f-oo.

Z7n criterio sufficiente perfettamente analogo si ottiene quando
si sostiiuiscano ai tratti unilaterali a sinistra (1.3) qttelli unilate-
rali a destra

TEOREMA II. - La serie di potenze f(z), avente il raggio di conver-
genza 1, ammette il punto 1 come critico se è possibile determinare

a) due successioni crescenti di indici interi \j>h\ e jqh | per
Ie quali

(1-5) PK < «fc, «* - A > ^ (fe = ^ 2> 3
? •••)

(2r > 0 indipendente da h ) ;

6) i*M-a successione \yh\ di orientazioni Y D TJ? Ï 3 Ï — ^ *^odo

c^e risulti :

(1.6) Re ((apft -+- agfc)e-»Yfc) > 0, | Re ((opft H- a ^ ) e - ^ ) | ^ — 0

per h —̂  -+- oo,
Re ((aPfe+fc -H a^-fcJe^Yh) ^ 0

0 ^ f c ^ ( g h = i ï f c ) / 2 ; fc = l, 2, 3...

2. LEMMA I. (5) - « Sia

(2.1) f(z)=^anz\ ƒ(s, Y ) = S^Re(aBe-Y)0».

(5) Una osservazione equivalente al punto 1) di questo Lemma I si
trova in A. PRINGSHEIM, Sitzungberichte München 1928; pp. 343-358.
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1) Se f(z) è regolare nel punto 1, taie è anche f(&, y) per
ogni y.

2) Se ƒ(#) è regolare in |s — 1/2 | < 22(22 > 1/2), è ivi regolare
anche ƒ (g?, y) e, se 5 l < B, risulta | f{z, y) | <Z1(221) per | z — 1/2 | < El

{uniformemente rispetto a y).

3) Kisulta | f(ts9 y)\<Kt = Kjfi) per | z | <: 1 - 8(0 < S < 1),
uniformemente rispetto a y.

4) Nella riunione dei due dominî | z | ̂ 1 — o e | 0—1/2 [ ̂ J ? ^
risulta | ƒ(#, y) [ < K(K — Jf (S, i?,)) (uniformemente rispetto a y) ».

Dimostrazione. - 1) Osserviamo che le serie f(z, y) e f(z, y H- TU/2)
hanno i coefficienti reali ed è |Ee (ane—*T) | ̂  | a„ | per ogni y ;
inoltre e-^f(z) = ƒ(#, y)-H */"(̂  y -f- TT/2).

Se sviluppiamo le funzioni rappresentate dalle tre serie nell'in-
torno del punto reale zQ del raggio 0 < ^0 <; 1, la relazione

; z) = f{zo; z, y)-hif(zo; z, y -H */2)
che lega i tre SAâluppi ottenuti, sussiste lungo il raggio
ê  poichè ƒ(0O, z) converge assolutamente in un punto reale \ > 1,
in un taie punto devono conrergere separatamente le due serie
(a coefficienti reali) f(z0; z, y), f{z0; z, y-Hir/2) e ne segue l'asserto.

2) Dall'osservazione précédente segue evidentemente il pun-
to 2, assumendo z0 = 1/2.

3) Questa affermazione è evidente poichè | Ee [ane~n) \ <L \ an \ e

basta assumere JKT8(S) = S [ an \ (1 — S)" .

4) È conseguenza di 2) e 3).

3. I circuiti L0|d, a), L$(d, a) e i dominî C(d, a), C'(<*), C"(d, a).
Sia d > 1/2, 0 < a < TU ; iy0 e L$ sono i due circuiti tra loro

analoghi (vedi la figura) :

(Ls)

II dominic

\°\ =

8 | =

1 1 ™"~*

C'(a)

= i + d,

= 1 - 8 ,

^\z\:

= 1-H«f,

è (vedi

a < arg 0 <
-4- d, arg g = q;a

— a < arg z

oc < arg z <

^ 1 H- #, a rg 013= =p oc

— a < arg z

la figura)

2TC — oc

< o c

2U-0C
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II dominio C"(d, a) è

1 -+- d\2 <; z ^ 2, — a <: arg z <: a.

Tl dominio C(d, ot) è quello che risulta dalla riunione di C'(oc)
e C"(d, a). C(d, a) contiene il circuito Lo e, per S < 1/2, anche L$,
€ome strettamente interni.

4. LEMMA II. (6) - « Fissati a e S, è possibile determinare due
snccessioni di polinomi in Ijz, a coefficienti reali positivi :

(4.1)

(mn = n

Cn, 1
^w—1 '

n = 0, 1, 2 .
Cn, 1

— r)

ne n/p) e due numeri reali

{4.2) O<B

interi. p^> &> O ; r resto della divisio-

., 0 < 8 = S(d, a) < d
f i

(6) Questo Lemma si trova sosianzialmente in H. CLAUS, loc. cit. in (4).
Qui si dimostra in modo un po' diverso, allo scopo di dare infoimazioni
sul segno dei coefficienti e sul legame fra i coefficienti di Pn(lje) e Qn{l/s)
per sfruttare la emisimmetria.
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tali che, per n*>=nQ = n0(di v), si abbia :

(4.3) | PJXIB) | < 0M Qn(ll*) p< 8W,

per z su L$ ».

Dimostrazione. - La funzione

1/(1 — U) = 1 H- M -4- ̂ 2 H- ...

ammette come stella con centro nell 'origine Pintero piano, privato
della semiretta reale u> 1.

Diciamo J5'(a) il dominio uell 'tt-piano ottenuto con una trasla-
zione ^ = 0 -*-l del dominio C'(a) dello 3-piano. Un noto teorema
di MTTTAG-LEFFLUR (7) assicura che esiste un polinomio a coeffi-
cienti reali positivi

B(u) = &, -+- &2W •+• — bku
h-1 k = fc(a)

tale che si abbia

fB(«) — 1 / ( 1 - u ) | < 1/2

per ogni % di JS'(a). Quindi, ponendo M = g + 1, abbiamo :

y = t

i coefficienti cv risultano positivi ed essendo 1/(1 — u) = — l/s,
biamo, per ogni z in C(a) :

(4.4) I = I A(B) - 1 / 0 I = I 1/2.

Inoltre, poichè la regione C'(%) viene mutata in sè stessa dalla
trasformazione s '= I/2, si avrà anche, per ogni 0 in C'(a):

(4.4)' I A"(z) I = |*0 -4- cx +-... cfc/0
fc-1 ! < 1/2.

Consideriamo ora il dominio C"{d, a) (esterno al cerchio | z \ < l)
e poniamo max | A'(z) 1 = 2 ? , = ff^d, a) ; max | A"(z) \=ïï% — Hz{d, a)»
per 0 € C"(d, a). Osserviamo che in C"(d, a) è | z \ > 1 -+- d/2 ; posto
allora H* = max (J3"(, Ht) si puö quindi determinare un intero mh

in guisa da avere (1 -1- d/2)'"i > 2H" e allora risulta

1
per

(7) MITTAG-IJBFFLER, Acta mathematica 23 (1900), pag. 59.
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Fissato allora un intero positivo p>^wix -f- fc, moltiplicando Af(z)
e A"(z) rispettivamente per l/s*-1, l/0*-*+1, si ottengono i polinomi

1 /1\ c c

che soddisfano Ie disuguaglianze

lungo il circuito Lo. Cnfatti queste valgono in C"(d, a) e, per Ie
(4.4), anche lungo la parte di Lo esterna a C"(d, a), poichè lungo essa
è I 2f I ̂ > 1 e si puö perciö dividere Ie (4.4) per qualsiasi potenza di z.

Per la continuità di P(l/«) e Q(l/s) in C(d, a) possiamo scegliere
S = S(d, a) abbastanza piccolo (e in ogni caso minore di 1/2) in
guisa da avere

(4.5)

Ora, per ogni n~pl-\-r (0<^r<ip) poniamo :

(mtt = (p — fc)l + r - ( j j - fc)(^ — r)/p +- r = n — k(n — r)[p).

Yeniamo ora a maggiorare questi polinomi lungo L$. Per
06L§,risulta | z \ ^ 1 — S e quindi, posto 1/(1 — %f~-1 = M = M(d, <x),
risulta 1/»' < M e quindi, per Ie (4.5) :

e vale di conseguenza la (4.3), con 0 = (4/5)1/^ p — p(d, a).
In modo analogo si ricava che anche i polinomi Qn(lfz) sod-

disfano alla stessa limitazione.

5. Dimostrazione del teorema I. Lacune unilaterali a sinistra.

Consideriamo quegli indici n dei tratti nh(l —^)<,n<^nh (com-
preso Fultimo intero nfl) tali che Be (ane~lyh) présenta una varia-
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zione di segno rispetto all'analoga parte reale non nulla che la
précède; ordiniamo tali indici n in una successione crescente~ e
diminuiamo ciascun indice di 1/2: indichiamo con r15 ^2...j ^m>.»

i numeri n — •= cosï ottenuti.

Consideriamo il prodotto

<5.1) g(B)= n ( l - « « / r » J
m = l

Esso gode le seguenti proprietà (che sono ovvie se gli rm sono
in numero finito mentre seguono dal fatto che m/rm ~— 0 se gli
rfn sono in numero infinito) (8) :

a) g(z) è una funzione intera ;
b) vale la seguente relazione :

(5.2) lim \g(nh)\il*H^l;
h—»-oo

c) se il punto z = 1 non è critico per 1' elemento analitico
oo

f(z) z=z S an«n, non è critico neppure per
n=0

F{0) = 1 ang(n)zn.

6. Scegliamo d e a abbastanza piccoli in guisa che la parte di
JL§ esterna al cerchio | z \ ̂  1 sia interna al cerchio | z — 1/2 [ < i?,.

Assumiamo S abbastanza piccolo in guisa da avere 5 < 1 — 0*,
cioè

{6.1)

Pe r il Lemma I, si ha

<«-2) i F{*> T)

Y reale qualsiasi, z su ir^.
Poniamo per semplicità di scrittura th = [*nh]i la funzione

Fh(8) "f/i) ' -P* (l/21) e u n a f^nzione avente come unico punto singo-
lare all'interno di L§ un polo nelF origine e il coefficiente del
termine in zn^~t^ è

Ch = g{nh)Ee(a^e~\) + cth,ig(nh - 1)Ee (a^- ie"^) H- ... •+-

(s) E. LANDAU, Darstellung und Begrùndung einiger neuerer Ergebnisse
der Funktiontheorie, Berlin, 1929, pp. 78-82).
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e questo coefficiente è assegnato dall' integrale

Ma la successione di uguaglianze Ch = JK(h=li 2...) è assurda.
Infatti, denotando con Z§ la lunghezza di L$, risuita, per h abba-
stanza grande, grazie alle (6.2) e (4.3):

«e quindi, per la (6.1) :

Ï Ï 5 \ j h \ <
h~+œ 1 —

Consideriamo ora Cfc. Per il modo con cui è stata costruita la
iunzione f̂(̂ ) ed essendo i coefficient di Pth{\jz) positivi, tutti i
termini che compaiono in C% hanno lo stesso segno.

Segue, per Ie (1.2) e (5.2) :

e
h

(6.4) ÏTm | Ch \Vnh^ l m | g(nh) Ee (an e~\
fc—*oo h~oo h

^ lim | g(nh) \^nh - lim | Ee (a

Le (6.3) e (6.41 non sono compatibili.
Segue che s = i è punto critico per Fh(&, yh) e quindi anche

per f(s).

7. Lacune unilaterali a destra. Per dimostrare il TEOKEMA I
<ïon la condizione lacunare destra, si procède in modo anaiogo,
mediante Tausilio dei polinomi della successione J Qn(ljz) \ e me-
diante la funzione intera g(z) costruita prendendo in considerazione
i tratti nh ^ n <. (l -+- ^)nh.

8, Dimostrazione «iel teoreuia II. Posto Uh = qh—Ph, consi-
deriamo la funzione fh(s, fh). Puh(lj&) (dove fh(z, yh) è definita come
in (2 • 1)). Il coefficiente del termine in zph è

C ' h = E e ( a ^ e - ^

«d è assegnato dall' integrale
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Consideriamo ora la funzione (%{%<> yh) •

I l coefficiente del termine in zPk~m^ è

Ch = Re (aPhe~Zfh) -+- cUh,

ed è assegnato dall'integrale

Segue

C'h -+- C"fc = Jh -+- J"^ (h = 1, 2, 3

Ma questa successione di uguaglianze è assurda.

Infatti, per h abbastanza grande, si ha

e quindi

(8.1) ^ 1 J'h

Ma d'altra parte per l'espressione C'h -+- C'fe abbiamo :

Cfc' + Gh" = Ee ((oPfc H- a, ; i)e-^) + cK;t, i Re ((a^+i -+- o^-ije-^n) -f- ...

- -1" c»„. ».4
 E e «°p»+-.ft -

1- °«»-».fc)
e"i1*)

ed essendo i coefficienti cM t(ft = 1, 2, 3 . . . ; i = 1, 2... mw ) tutti

positivi, tenendo conto delle ipotesi fatte (yedi (1.7)) :

(8.2) ïïnT | Cfc'-HGk"!1**^ lim ( Ee ((aPi -+- a „ ) e " ^ ) l 1 ^ > 1.

Le (8.1) e (8.2) non sono compatibili. Segue che 0 := 1 è punto
eritico per fh{z, yn) e quindi anche per f(z).


