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Sulle soluzioni periodiche di una equazione
fortemente non-lineare.

Nota di Lvier CaprriorL1 (a Bologna)

Sunto. - Si determinano condizioni necessarie per la esistenza di soluzioni
periodiche di un’equazione fortemente non-lineare del tipo z + — f(2) +
€

+ 0’2 =0 quando la f(a} sia un polinomio di quinto grado a radici
reali e stimmetriche. In particolare, si studia la soluzione (stahile) che
pud ottenersi con la “eccitazione dura,,.

Numerosi fenomeni, assai comuni nella tecnica (oscillazioni non
lineari (!), suggeriscono, come & ben noto, 1’esistenza di soluzioni
periodiche dell’equazione

»w -
- f(g) + v2=20

(1) z+

{dove w, ¢ sono costanti positive (cfr. nota (12)) ed f(é) una funzione
derivabile (?)); o dell’altra, ormai classica (di LIENARD):

2) x + :i 9(90)90 + 0’z =0,
che, posto
® e=uq,
d - d
4 iz 18) = g @) = ¢(@),

si deduce dalla (1) per semplice derivazione ().
Ora, mentre di tale esistenza (e sotto certe ipotesi per la fun-
zione f(2) o per la ¢(x), anche della unicith (‘)) sono state date da

tempo diverse dimostrazioni rigorose, valide softo condizioni piut

(*) I primi studi in proposito sono quelli di VAN perR PorL sull’oscil-
latore elettronico a triodo: 4 theory of the amplitude of free and forced
triode vibrations, « Radio Review », I, 1920.

(?) Della funzione f(é), che ovviamente supponiamo non-lineare, saranno
precisati pill innanzi i caratteri.

(*) B manifesto (cfr. (3)) che ad ogni soluzione periodica della (1) cor-
risponde una soluzione periodica della (2), e viceversa.

(4) Ctr. G. SANSONE, Hquazioni differenziali nel campo reale, Zianichelli,
Bologna, 1949: vol. I, cap. XII.
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o meno restrittive per le f(é), o(x) (°), assai meno agevole risulta
la ricerca effettiva di quelle soluzioni periodiche e lo studio delle
loro proprieta. Se, infatti, tale problema pud ritenersi risolto,
almeno in via approssimata, nel caso in cui il parametro ¢ & suf-
ficientemente grande (debole non-linearitd) (¢), assai pit limitati
sono i risultati fino ad ora conseguiti nel caso di forte mon-linea-
rita (7). Fra le piu recenti ricerche in questo campo, sono da citare
quella di J. Haac (]) sul comportamente asintotico della ampiezza
e del periodo delle oscillazioni di rilassamento, e quelle di D. A.
FLANDERS ed J.J. SToKER (°) nel caso particolare della equazione
di Vax pEr Povu ().

Generalizzando un procedimento illustrato in quest’ultimo lavoro,
si studiano, qui di seguito, le soluzioni periodiche della (1) con forte
non-linearitd e nel caso (di notevole interesse in molte questioni
concrete) delle cosidette oscillazioni ad eccitazione “dura,,. ('),

che possono sussistere quando la funzione f(x) sia una quintica
del tipo

(5) fle)y=a® — ka® + a ()

(5) G. SANSONE, Op. cit.. J. HaaG, Etude asymptotique des oscillations de
relaxation, « Ann. de I’Eec. Sup.» 1943. J. J. STOKER, Nonlinear vibrations,
« Interscience Publischers», New York, 1950.

(6) Cfr. N. MINORSKY, Infroduction to non-linear wmechanics, «E. Bro-
thers, 1947, Michig.. N. KryLoFF and N. BoGoLIUBOFF, Infroduction to
non-linear mechanics, <« Princeton Univ. Press», 1943.

(") Vax DER PoL per primo ha provato che le soluzioni periodiche di
una equazione del tipo (2) hanno andamento in prima approssimazione
sinusoidale, per valori sufficientemente grandi di ¢; e che tale andamento
va sempre piil scostandosi da quello sinusoidale al diminuire di e, fino
ad assumere quel particolare carattere di successione periodica di fatti
singolarmente aperiodici che VAN DER PoL defini oscillazioni di “rilas-
samento,,.

(8) Cfr. anche: Les mouvements vibratoires, « Presses Univ. de France »,
1952,

(°) The limit case of relaxation oscillations, Studies in non linear
vibrations theory, « Inst. of. Math. and Mech.», New York Un., 1946.

(4°) Altro importante lavoro sulle oscillazioni di rilassamento & quello
di T. Voager, Sur certaines oscillations ¢ déferlement « Actes du Coll. Int.
des vibrations non-lineaires » Pubbl. Sc. Tech. Min. Air 281, 1951.

(#t) Cfr. N. MiNorsKy, Op. cit. p. 175.

(12) Potra ammettersi, per fissare le idee, che la variabile a abbia le
dimensioni di una lunghezza, che la variabile indipendente sia il tempo
e che la quantitd » sia omogenea con l’inverso di un tempo. Se si sup-
pone la ¢(x) di dimensioni nulle (per il che basterd ammettere che i
termini « — ka3 della (5) siano affetti da coefficienti unitari di dimen-
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che ammette cinque zeri: * =0, x == a, c==*+b(0 < a < b).
reali, distinti e simmetrici; il che si verifica, ovviamente, quando
e k<2 (")

Si dimostra poi, in particolare, che per valori sufficientemente
piccoli di ¢, la (1) ammette una (ed una sola) soluzione periodica
stabile, soltanto se & verificata la condizione 5 < k? qualitativa-
mente analoga a quella ((11)) necessaria per la esistenza di soluzioni
periodiche della (1) nel caso di piccola non-linearitd (cfr. nota (25)).

Si determina, infine, una formola che permette il calcolo del
valore asintotico del periodo di tale soluzione per ogni assegnato
valore del parametro e.

1. Posto
{6) Y = — wez,
seguono dalla (1) le equazioni
dx o d
) G =-ly— @), 3= ow;

ed anche, eliminando il tempo, I’unica equazione
) ly — Ha)ldy = — e*wda ;

ed & evidente che ad ogni soluzione periodica della (1) corrisponde
una soluzione periodica delle (7), e viceversa. La ricerca dei cicli
limiti della (1) pud dunque ricondursi alla analoga per le (7) o la
{8). A tale proposito, cominciamo con I’osservare che per &¢—0

sioni L—4, L—2, rispettivamente) anche il parametro e risulta adimensionale.
Alla equazione (2) pud pensarsi associato il moto di un punto di massa me
soggetto alla forza elastica — mw?r ed alla forza “resistente,, di tipo

. » -
viscoso — m — @(x)x.
(#3) Si ha infatti

 k—VE—i ., k4 VE—d
=—D =
ed & inoltre facile provare che, come del resto & ben noto, un qualanque
polinomio del tipo P(y) =cy(y® — a?)(y? — b?), ciod dotato di cinque zeri
reali, distinti, simmetrici pud sempre porsi nella forma (5); basta infatti
assumere y = (ab)!/?x, k = (a? + b2)/ab perch® sia cy(y?—- a?)(y® — b%) =
= c¢(ab)>/?(x® — ka® + x) e, posto ancora: ®(x) = c—!(ab)—5/2P(y), risulti
D(x) = x5 — kad 4 .

Le considerazioni esposte in questo lavoro sussistono quindi non solo
se la f(x) & del tipo (5), ma anche per una quintica qualunque, semisim-
metrica e con radici reali.

{(a) a? , k2
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la (8) tende all’equazione [y — f(x)jdy =0 e che le curve integrali
di quest’ultima debbono essere costituite da archi della curva G,
la cui equazione y — f(x) = 0 si scrive, nell’ipotesi (5),

9) Y = a5 — kad + x,

e da segmenti di rette parallele all’asse x. Le traiettorie integrali
del sistema (7) dovranno dunque scostarsi da tali archi e da ftali
segmenti di quantita che, con opportuna scelta di ¢ (sufficiente-
mente piccolo) possono essere rese arbitrariamente piccole. Per
maggiore brevita di espressioni, noi considereremo, in luogo delle
effettive traiettorie integrali delle (7), quegli archi di @ e quei
segmenti paralleli all’asse 2 nei cui intorni tali traiettorie verranno
a trovarsi per s sufficientemente piccolo (cfr. note (16) e (17)). Os-
serviamo inoltre (cfr. la prima delle (7)) che la curva @, nei cui

d
punti & ovviamente % =0, determina nel piano xy (*¥) due zone:
quella (I) contenente il semiasse positivo delle ¢, in cui & y —f(x)>0,
da

quindi Tt >0; e quella (II) contenente il semiasse negativo delle
y in cui & d—:' < 0. Dalla seconda delle (7) segue poi che nel semi-

piano x << 0 & Z?>O ed & invece Z—‘;j<0 per x> 0.

Cid premesso, supponiamo in prima ipotesi che, detti «, § gli
estremanti positivi (0 << x << B) della f(x) (*°), sia

(10) HHe) | <[ F®) |,

cioé che la curva @ abbia Pandamento di fig. 1. E facile mostrare
che le spezzate chiuse mistilinee S,8,S8,8,S,, I,I,I,I,I,, che indi-
cheremo rispettivamente con &, J (cfr. fig. 1) sono traiettorie limite
(per €—0) di cicli limiti stabili ed instabili rispettivamente. A tale
SCOpPO proveremo:

@) che se il punto P, immagine nel piano xy del moto retto
dalle (7) (cfr. nota (14)) & inizialmente in un qualunque punto,

(44) Tale piano pud considerarsi come il piano delle fasi associato al

moto di un punto le cui ascissa e velocitd sono rispettivamente y e % .
(#%) Le quanutitd =, 8 sono le radici positive (e reali)

(b) oc:‘/fl(—) (3k — V/9k% — 20) , ga:‘/llo (8% + V/9%2 — 20)

della equazione

fe) Fl(@) = olo) = Bt — Bka? 4 1 = 0.
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come, ad es., P,, esterno al dominio 9 racchiuso dalla curva J,
esso raggiunge la curva § e vi si mantiene;

b) che a partire, invece, da una qualunque posizione, come
la @,, interna a 9, il punto raggiunge la origine e tende a per-
manervi ;

¢) che infine, se il punto P si trova inizialmente sulla g esso
puo percorrere la J stessa; ma un tale regime & evidentemente
instabile, inquantoch® se il punto abbandona la J, esso viene a

g

Pig. 1

trovarsi nell’una o nell’altra delle due condizioni a), b), or ora
citate.

In merito alla questione a), osserviamo intanto che, a partire
da P,, la “velocita,, del punto P & sensibilmente parallela all’asse

d
x ed ha il verso positive di questo: infatti, }la jcomponente El%; di

L]

. (s . .1
tale velocitd & positiva e dell’ordine di o) mentre P’altra compo-

nente ¢ dell’ordine di ¢ (cfr. le (7)).

dy

dt
Conforme al criterio pilt sopra esposto, noi supporremo che in

tutti i punti, come P,, esterni alla J e non appartenenti alla @ le

de d

cth’ Elfy siano infinitamente grande e mnulla, rispettivamente. Ii
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punto P si muove quindi lungo il segmento P P, parallelo all’asse
x, e nel verso delle x crescenti (*%), fino al punto P, in cui si an-

nulla la fl—f ; a partire da P,, il punto P segue I’arco P,S, di @ (V)

poi il segmento S,S; (*¥) parallelo all’asse x e nel verso delle x
decrescenti ; e, infine, I’arco S,S, di @ ed il segmento S,S,. Dopo-
dicheé il punto P continuerd a muoversi lungo la traiettoria &
tendendo a ritonarvi quando se ne fosse comunque allontanato,
rimanendo perd sempre al difuori del dominio D.

Considerazioni del tutto analoghe a quelle or ora esposte por-
tano a concludere che le traiettorie integrali partenti da punti
interni a 9 convergono tutte alla origine 0: infatti, a partire da un
punto come @,, il punto P descriverd il segmento @,Q, (in quanto.
in tale zona del piano, & %’4 >0, ?u oo), a partire da @, (in cui

d dy
@ d—',: =0, d; < 0) il punto P scende lungo la curva @, nel verso

indicato in figura (non pud percorrere @ mnel verso contrario,

percheé cid richiederebbe che fosse d_:;l> O) e raggiunge 1’ origine

{la traiettoria integrale non pud seguire & oltre Porigine in quanto

(1¢) In effetti, la velocitd del punto P ha la componente Zi: non nulla

o di segno negativo nel semipiano x>0, positiva nel semipiano x <0,

come si & detto nel testo. Poiche la componente d—:; & positiva in tatta la

zona I, Peffettivo andamento della traiettoria di P sarebbe del tipo P,P,’ ;
la traiettoria attraverserebbe la curva € nel punto P, prossimo a P,,
essendo diretta parallelamente all’asse y e nel verso negativo di questo.

(") Anche qui, andamento reale della traiettoria, per piccoli valori
di ¢ diversi da zero & del tipo di quello indicato a tratti in figura; nel

d

punto P,, infatti, la componente d—ij della velocita & piccola (dell’ ordine
di &) ma diversa da zero e di segno negativo. Il punto P attraversa quindi
la @ in P,’ venendo a trovarsi nella zona II del piano xy, ove & g? <0
{e, in valore assoluto, tanto piat grande quanto maggiore & la distanza
dalla @); si comprende cosi la tendenza di P a mantenersi *prossimo.,
alla €: il che giustifica, tenuto presente quanto & stato detto a suo tempo
circa la sostituzione della curva limite a quella effettiva, 'asserzione fatta
nel testo.

(#3) In un punto come S,’ pel quale passa la traiettoria effettiva del

sistema (7) & % oo 0 mentre gtf ¢ molto grande in valore assoluto e di

segno negativo.
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d
dt

curva & & limite di cicli limiti stabili (*°); e che anche la origine
{che & l'unico punto singolare del sistema (7)) & stabile (*°). Il ben
noto teorema di PoINCARE assicura Desistenza di un ciclo (almeno)
compreso fra l'erigine ed il ciclo stabile; e questo (che & unico,
in quanto fra il punto O e la curva § non esistono altri cicli
stabili) non pud essere che la curva J, descritta nel verso indicato
in fig. 1: infatti, a partire da un punto, come R,, di essa, il punto-
immagine P descriverd il segmento B,I, nel verso delle x crescenti;
poi la curva @ (*!); se il distacco da questa si verifica in un punto
diverso da I,, il punto P raggiunge, o I’ origine, o la curva §
{cfr. le traiettorie I,"I,”’0, I,”S;..). Se il punto si stacca dalla @
in I,, esso percorre il segmento I,I;, poi ancora un arco della @;
quindi, se il nuovo distacco avviene in I,, descrive il segmento
I,I,, e cosi via: appare cosl manifesto che il punto immagine puod
seguire la traiettoria J, ma un tale andamento & evidentemente
instabile (*%).

Risulta quindi che in qualunque sistema fisico che sia retto
da equazioni del tipo (1) o (2), pud stabilirsi, nella ipotesi (10), un
regime oscillatorio stazionario (curva integrale S) purche lo stato

nel semipiano x<<0, & —y>0>. Da quanto precede risulta che la

(t¢) Cid pud provarsi anche in modo rigoroso: Si pud costruire, infatti,
mnel piano ay, un dominio anulare, compredente nel suo interno la spezzata
S ed escludente Vorigine (che, come & detto nel testo & I'unico punto sin-
golare), i cui contorni possono essere resi, per ¢ sufficientemente piccolo,

tanto prossimi quanto si vuole alla stessa curva § e tale che il vettore

di componenti sia diretto, in ogni punto di tali contorni, verso

dc dy
at’ at
I’interno del dominio stesso. E ci0¢ basta (teorema di PoiNcarE-BENDIXON)
per poter asserire che la curva § & traiettoria limite per e —0 dei cicli
limiti stabili del sistema (7) (cfr. J.J. SToKER, Op. cit.).

(2°) Del che ci si pud rendere conto anche osservando che nella origine

la forza — mg ¢(x)x & offettivamente resistente (& infatti ¢(0) = 1).

1) B evidente che se il punto P si allontana dal segmento R,R, esso
pud raggiungere o l'origine o la curva §, a seconda che la deviazione
del segmento R,E, si & verificata verso 1’interno o verso 1’esterno della
curva d.

(*3) Anche la curva J pud racchiudersi in un dominio anulare del
piano xy, non comprendente l'origine, i cui contorni possono approssimarsi,
per e—0, tanto quanto si vuole alla curva J stessa e tale che il vettore
di componenti g-?, % sia diretto, in ogni punto del contorno, verso

1’esterno del dominio.

18
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iniziale del sistema sia tale che il suo punto-immagine P sia
esterno al dominio @ (**). Si pud, infine, verificare, con criteri
analoghi a quelli finora esposti, la instabilityh parziale delle tra-
iettorie chiuse (in parte sovrapposte: cfr. fig. 2a)) nel caso che
sia | fle)| =]f(3)| (ciclo metastabile); e la non esistenza di traiet-
torie chiuse mel caso di |f(«)! <<|AB)] (fig. 2b)).

y Y

] ,
/\/.T \//

FRig. 2a Fig. 2b

2. Un semplice calcolo mostra che la condizione (10) & verificata.
se, nella (9), &

(11) <k (M);

si ritrova cosl, nel caso qul in esame, un fatto analogo (qualitati-
vamente) a quello che si verifica quando il parametro ¢ assume
valori molto grandi (debole non-linearita). In questa ultima ipotesi
ed a paritd delle altre condizioni, risulta, come & ben noto, che
la (2) ammette due soluzioni periodiche (di cui una stabile), soltanto.

(2%) 11 che equivale a dire che assegnato, ad es., alla « velocita » z il va-
lore iniziale x,, 'innesco delle oscillazioni si verifica soltanto (eccitazione-
“dura,,) se I’« ascissa » iniziale y, soddisfa una delle due condizioni (cfr
rel. (6) e fig. 1):

Yo < Y20, Yo > Yio,s
cioé se il suo modulo supera un certo minimo. Od anche se, fissata invece
P « ascissa » iniziale, la «velocitd » iniziale ha modulo sufficientemente
grande.

(34) La (10) equivale alla

1) < F2(8)
che pud scriversi, dopo semplici caleoli, nella forma
@32 — had)t — B2 — k) < 0

dalla quale, tenuto conto delle (b) segue la disequazione del testo.
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40
se il parametro k verifica la condizione 9 <k* (*) (evidentemente

meno restrittiva della (11)).

3. Assai facile risulta, infine, il calcolo dei valori delle ampiezze
e dei periodi delle soluzioni studiate nei nn. precc.: si osservi, in
particolare, che Vampiezza y(k) della soluzione stabile coincide con
il modulo dell’ascissa del punto S, (o di quella, uguale, di S,).
E questa & ('unica) radice reale dell’equazione

@ — 2t + (380 — K — 48 — 2KB=0 (),
nella quale & (cfr. rel. (b)):

8(k) = V%o 8k -+ V9% — 20).

Mentre non risulta formalmente semplice la esplicita espres-
sione di y(k) in funzione di k, ne & assai facile il calcolo numerico,
una volta assegnato il valore di k& (*').

(*5) Cfr. N MiNoORskKy, Op. cit.,, pag. 175. A questo risultato pud del
resto rapidamente pervenirsi anche osservando che, per & sufficientemente
grande, le soluzioni periodiche delle (2) differiscono dalla

(d) x = 4 sen ot

per quantitad dell’ordine di 1/e. Ora I’ampiezza 4 di tali soluzioni deve
verificare la relazione
2n/w

(e) / olor)-22dt =0
0

che si ottiene (teor. delle forze vive) moltiplicando (2) per « ed integrando
a tutto il periodo 2n/w. Dalla (e) segue subito, tenuto conto delle (c), (d),
I’ equazione.

() 544 —BKA? +8=10

e la disequazione del testo esprime appunto la condizione affinche la (f)
ammetta 1adici reali.

(?6) Basta osservare che il punto S, ¢ la ulteriore (ed unica) intersezione
reale della @ con la retta y — f(— 8) tangente alla @ stessa nel punto
[—8, f(— B)]=8;; V'ascissa di S, & pertanto radice dell’equazione:

=B —r@ _,
RN A

che & appunto quella del testo.
(27} Per k=5/2 si trova, con errore relativo all’ordine dell’19/,, y =22, 12.
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Per il periodo T della soluzione stabile si ha evidentemente,
tenuto conto della simmetria del ciclo e del fatto che i tempi
relativi ai tratti rettilinei di esso sono trascurabili rispetto a
quelli (uguali) relativi ai tratti curvilinei §,S,, S,S, (cfr. le (7)):
Y(H)

| potern | = 2| Gt =89 =5 61— 61 tog .

Anche il periodo T & facilmente calcolabile quando sia assegnato
il valore del parametro k e siano state determinate le quantita B(k),
1(k) ().

Di qualche interesse potrebbe essere anche la valutazione, in
funzione di e, degli scarti dei valori effettivi dell’ampiezza e del
periodo dell’oscillazione di rilassamento relativa ad un assegnato
valore di ¢ (diverso da zero) dai valori limiti y, T precedentemente
calcolati; ma una tale valutazione non sembra facilmente ecffet-
tuabile con procedimenti del tipo di quelli fin qui esposti (*%).

B ovvio, infine, che le considerazioni oggetto di questa nota
sussistono anche sotto condizioni assai meno restrittive di quelle
qui ammesse per la f(x); e, in particolare, per una qualunque fun-
zione continua. semisimmetrica, tendente a + co per x -— oo e
che ammetta per > 0 un solo massimo positivo ed un solo mi-
nimo negativo.



