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Sulle soluzioni sottoarmoniche dell’equazione di Liénard.
Nota di Luisa Minozzi (a Bologna)

Sunto. - Si considerano le equasziont differenziali ottenute uguagliando il
primo membro dell’equaszione di LIENARD ad una funzione sinusoidale
di pulsazione w, e si metlono in evidenza pariicolari equaszioni del tipo

predetto che hanno soluzioni sinusoidali di pulsazione — con n intero.
n

1. Consideriamo 'equazione di VAN DER PoL per le oscillazioni
forzate, pii precisamente V'equazione:

(1) y — (% — lﬁy’)y + 0y = C cos 30t

dove «, B, w,, C sono costantt e y e y sono le derivate prime e
seconde di y rispetto al tempo ¢.

B ben noto che la (1) ammette (e del resto & facile la verifica)
una soluzione della forma:

(2) Y= B sen vt
purche sia:
3 —
, Cc8 4C
(2) OC—V4’0,. e w—og.

Le soluzioni di questo tipo rientrano nelle soluzioni che potremo
chiamare soluzioni sinusoidali semplici di una equazione differen-
ziale non lineare, in quanto sono rappresentate da una funzione
sinusoidale del tempo.

La (2) dimostra I'esistenza di una soluzione sottoarmonica di
ordine tre, dell’equazione di VAN DER PoL, e, per quanto soluzione
instabile (!), non & senza interesse. perché prova la possibilita, per
i sistemi fisici retti dall’equazione di VAN pDER Por, di oscillazioni
sottoarmoniche.

In questa nota ricercheremo le eventuali soluzioni sinusoidali
semplici per 1’equazione di LiENaRD delle oscillazioni forzate. cioé
per I’ equazione:
3) Y — YY)y + w2y = C cos (0,t + )
dove w,, C, w, e y sono costanti, e {(y) @ un polinomio di gradoe
n — 1 nelle potenze pari di ¥, cioé (ovviamente » — 1, » —1, sono
pari) :
4) Wy =a, +ay'+ ..+ ay'+..+a,y .

() Cfr. G. CoLoMBO, Sopra un singolare caso che si presenia in un

problema di stabilita in meccanica non lineare, « Rendiconti del Seminario
Matematico dell’ Universitd di Padova» XXII (1953) pag. 123-133.
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Dimostreremo che questa equazione ammette soluzioni sinusoidali
semplici solo se y =0, v, =nwv,, e a,. a;, ..., @¢,—, sono particolari
funzioni di C e a,. Inoltre quelle soluzioni devono avere pulsa-
zione .

Si prova cosl, in modo semplice, l'esistenza di oscillazioni sotto-
armoniche di ordine n per sistemi fisici retli da particolar: equa-
ziont di LIENARD.

2. Premettiamo la seguente utile osservazione.
Si abbia I’ equazione :

. . c
() x — p(x)+w,2x = oosen (o f+y)+ K
1

in cui G, o,, w,, K sono costanti, le prime tre positive, ¢(x) & una

. dy .
funzione di x tale che %(ai) =i .
2

B facile dimostrare che se x © una soluzione sinusoidale sem-

- dx
plice di (b), y= d_otc ¢ una soluzione sinusoidale semplice di (3), e
viceversa. _
Infatti, ponendo nella (5) in luogo di w, x, derivando rispetto

al tempo e ricordando I’espressione di y, si ottienme subito che y
soddisfa la (3).

Viceversa, se y & soluzione sinusoidale semplice di (3), & facile
vedere, integrando tale equazione e ponendo z uguale alla funzione
sinusoidale che & primifiva di y, che z & soluzione sinusoidale
semplice di (5).

Percid converra ricercare le soluzioni sinusoidali semplici di
{5), equazione pi comoda da trattare, e poi eventualmente derivarle
rispetto al tempo.

d
3. Cid posto, consideriamo 1’equazione ;del tipo () per cui &i
x

coincide con la {(x) espressa da (4), (in cui si dovrd porre x in

luogo di y), ciod 1 equazione :

ot a,x" a,x"
+

ks
. ‘ot
3 r

6) x— (a,:iz+ >+ 0ot = wg gen (v, t+7)+ K.
1
Da quanto precede risulta che le derivate delle soluzioni sinu-
soidali semplici di (6) coincidono con quelle di (3) in cui J_a(y) sia
data da (4) e viceversa.
Poniamo pereid:
x = A cos wi.
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Si ha allora, sostituendo in (6):

‘ a @, ) :
—Aw? cos wi+a;Aw sen wt+ gz Adwdsen® wl +... + - Arw"sen” of + ...

a C S
+ # A"o™ sen” vt + 0,*A cos vt = — sen (vt +y) + K.
1

Bsprimiamo le-potenze dei seni in funzioni lineari di seni di
w?, e di multipli di »# e dopo semplici passaggi abbiamo:

: 1
{Aw,* — Aw?) cos wtf + | a,Av + % Ar? o o — " a,A"e" | -senul+
. ! 2?2 PR

n—1
2
— g a 1 "
(1) B | S Ao S AT %<n )anA"m'f -senyot +
2 J
n—1 @ C
F (=12 STy A”w" sen nwt—u— sen (vl +v)+ K.

1
Questa equazione & evidentemente soddisfatta solo se:
vw=ou, y=0, K=0, o =mno,

e se risulta:

7 . a“A"w“ _i
Q) ( 1) T m = nwy
- 1
8) g:ﬁl—x‘:. o’ + g::: AR e (%ﬁ_ 7,) A" =0.
2

La (8) vale per ogni » dispari compreso fra 1 e n — 2, estremi
inclusi. '

Dalla (7), fissati C e a,, si ricava ampiezza A della soluzione
sinusoidale semplice di (6).

Dalle relazioni ricorrenti (8) si ricavano, in funzione di C e a,,
gli altri coefficienti del polinomio Y(y), per cui sono possibili solu-
zioni sinusoidali semplici di (3). Se » — 3, ponendo a,=«, a,—=—8
e tenendo presente B = — o,A, si ritrovano le formule (2) e (2.

‘Poiche w, = nw,=nw, si conclude che .l’equazione di LIENARD,
con Y(y) un polinomio di grado pari e con i coefficienti legati dalle
relazioni (8), ammette soluzioni sottoarmoniche di ordine %, come
si era affermato in principio.



