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Salle soltizioni sottoarmoniche del l'equazione <1i Liénarri.

Nota di LxnsA MINOZZI (a Bologna)

Suhto. - Si considerano le equasioni differensiali ottenute uguagliando il
primo membro delVequasione di LIÉNARD ad una funzione sinusoïdale
di pulsazione co, e si mettono in eviden&a particolari equasioni del tipo

predetto che hanno soluzioni sinusoidali di pulsasione - con n intero*

1. Consideriamo Pequazione di VAN DER POL. per le oscillazioni
forzate, più precisamente l'equazione :

(1) y — (a — (%% -h o>0*y — C cos 3OJ0Ê

dove a, p, w0, C sono costantt e y e y sono le derivate prime e
seconde di y rispetto al tempo t.

È ben noto che la (1) ammette (e del resto è facile la Terifica)
una soluzione délia forma :

(2) y^=B sen t»ot

purchè si a :

•

Le soluzioni di questo tipo rientraiio nelle soluzioni che potreino
chiamare soluzioni sinusoidali semplici di una equazione differen*
ziale non Hneare, in quanto sono rappresentate jda una funzione
sinusoidale del tempo.

La (2) dimostra V esistenza di una soluzione sottoarmonica di
ordine tre, delVequazione di VAN DER POL, e, per quanto soluzione
instabile ('), non è senza interesse, perché prova la possibilità, per
i sistemi fisici retti dall'equazione di VAN DER POL, di oscillazioni
sottoarmoniche.

In questa nota ricercheremo Ie eventuali soluzioni sinusoidali
semplici per F equazione di LIÉNARD delle oscillazioni forzate. cioè
per V equazione :

(3) y — tyy)y H- w0
2t/ = C cos {taj •+- y)

dove w0, C, wt e y sono costanti, e ù(y) è un polinomio di grado
n — 1 nelle potenze pari di #, cioè (ovviamente n— 1, r — l, sono
pari) :
(4) ü(y) — a,^- a^-\~ ... + ary

r~l -*-... -+- a,,^*-1.

(4) Cfr. G. COLOMBO, Sopra un singolare caso che si présenta in tin
problème* di stabilité in meccanica non lineare, « Rendiconti del Seminario
Materna tico delP Università di Padova » XXTI (1953) pag. 133-iBR.
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Dimostrerenio che questa equazione ammette soluzioni sinusoidall
semplici solo se y = 0, o),=ww0 , e ax, a3,...,a„—2 sono particolari
funziouL di C e an. Inoltre quelle soluzioni devono avere pulsa-
zioue w0.

Si prova cosi, in modo semplice, l'esisten&a di oscillazioni sotto-
armoniche di ordine n per sistemi fisici retti da particolari equa-
zioni di LIÉNAKD.

2. Premettiamo la seguente utile osservazione.
Si abbia 1' equazione :

C
(5) x — cp(x)H-w0

2x=z ~ Sen (MJ -I- Y) -+- K

in cui C, w o w0ï iC sono costanti, Ie prime tre positive, y(x) è una
d'Mx)

funzione di x tale che --L-r- = (̂a5i .

È facile dimostrare che se x è una soluzione sinusoïdale sem«

plice di (5), y = — è una soluzione sinusoidale semplice di (3). e

viceversa.
Infatti, ponen do nella (5) in luogo di x, x, derivando rispetto

al tempo e ricordando Pespressione di y, si ottiene subito che y
soddisfa la (3).

Viceversa, se y è soluzione sinusoidale semplice di (3), è facile
vedere, integrando tale equazione e ponendo x uguale alla funzione
sinusoidale che è primitiva di y, che x è soluzione sinusoidale
semplioe di (5).

Perciö converrà ricercare Ie soluzioni sinusoidali semplici di
(5), equazione piü comoda da trattare, e poi eventualmente derivarle
rispetto al tempo.

3. Ciö posto, consideriamo 1'equazione [del tipo (5) per cui —4
dx

coincide con la vj/(ac) espressa da (4), (in cui si dovrà porre x in
luogo di y), cioè 1' equazione :

ia\ " I * a*X arX O"nX\ C
(6) x — \ax ^ ) i

ó r Th j C)Oj

Da quanto précède risulta che Ie derivate delle soluzioni sinu-
soidali semplici di (6) coincidono con quelle di (3) in cui \(y) sia
data da (4) e viceversa.

Poniamo perciö :
x — A cos oit.
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Si ha allora, sostituendo in (6):

-O- A3w3 sen*
' r

Ano>n s e n w o>t
CC

cos o>t = — sen ( « ^ -+- y) -+- K.

Esprimiamo Ie potenze dei seni in funzioni lineari di seni di
t, e di multipli di t>>t e dopo semplici passaggi abbiamo:

— J4W2) COS

(-1)

equazione è evidentemente soddisfatta solo se:

e se risulta :

n—1 anA
no>n

2"-1 . n
G

ww0

2n—1 *n [n —
anAnoin = 0

l/a (8) vale per ogni r dispari compreso f ra 1 e n — 2, estremi
inclusi.

Dalla (7), fissati C e a„, si ricava Tampiezza A della soluzione
sinusoidale semplice di (6).

Dalle relazioni ricorrenti (8) si ricavano, in funzione di C e a«,
gli altri coefficienti del polinomio ty{y), per cui sono possibili solu-
zioni sinusoidali semplici di (3). Se w = 8, ponendo a r = a , a3=^ — p
« tenendo presente 5 ~ — t>>0A, si ritrovano Ie formule (2) e (2').

Poichè w, z=r ntt)tt = nto, si conclude che Fequazione di LIBNARD,

con ty(y) un polinomio di grado pari e con i eoefficienti legati dalle
relazioni (8), ammette soluzioni sottoarmoniche di ordine n, corne
si era affermato in principio.


