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Alcune diseguaglianze relative alle funzioni armoniche
nel complementare di un dominio limitato ed infinitesime
all’ infinito.

Nota di FiorenNzia Morgrri (a Trieste)

Sunto. - E colitenuto nelle pm‘n%e righe del testo.

Oggetto della presente Nota sono alcune formule di maggiora-
zione di tlpé globale relative alle funzioni armoniche all’esterno
di un dominio limitato ed infinitesime all’infinito (}).

LI’impiego di tali formule pud essere utile nella risoluzione
numerica di problemi al contorno per funzioni armoniche in un
dominio illimitato avente frontiera limitata.

Indicato con D un siffatto dominio avente frontiera D, com-
posta da un numero finito di porzioni di superficie continue e
dotate di piano tangente variabile con continuita e detta ¥ una
funzione di classe 1 (*) in D, armonica nell’interno di D ed infi-
nitesima all’infinito, ho potuto dimostrare i seguenti teoremi:

() Per quanto riguarda maggiorazioni di tipo globale per soluzioni di
equazioni a derivate parziali lineari cfr. i seguenti lavori: R. CacciorpoLi,
Limitazioni integrali per le soluzioni di una equasione lineare ellittica a
derivate parziali, « Giornale di Mateomatiche di Battaglini », Vol. 80,
(1950-51): J. B. D1az, Inequalities and minimal principles in Mathematical
Physics, Inst. Fluid. Dynamics Appl. Math., Lect. Ser. No. 18, (November
1951): J. B. Diaz- A. WEINSTEIN, Schwarz inequality and the methods of
Rayleigh-Ritz and Trefftz, «<Journ. Math. and Physies », No. 3, (1947);
G. FICHERA, Sulla maggiorazione dell’errore di approssimazione nei pro-
cedimenti di integrazione numerica delle equazioni della Fisica Matema-
tica, Acc. Scienze di Napoli, S. IV, Vol. XVII, (1950); G. FicHERA, For-
mule di maggiorazione connesse ad una classe di trasformazioni lineari,
Aunn. di Mat., S. IV, Tomo XXXVI, (1954); L. E. Pavy~xe-H. F. WEIN-
BERGER, Upper and lower bounds for harmonic functions. Dirichlet inte-
grals and biharmonic functions, Inst. Fluid. Dynamiecs Appl. Math.,
University Maryland, College Park Maryland, Technical Note BN-21,
(January 1954); G. Porva, Torsional rigidity, principal frequency, electro-
static capacity and symmetrization, Quarterly of Appl. Math., Vol. VI,
(1948); G. PoLya, Estimating electrostatic capacity, Ann. Math. Monthly,
Vol. LIV, No. 4, (1947); G. PoLya-G. Szeed, Isoperimetric inequalities
in Mathematical Physics, University Press, Princeton, (1931); G. Porya-
A. WEINSTEIN, On the torsional rigidity of multiply connected cross-section,
Ann. Math., Vol. LII, No. 1, (1950).

(?) Dicesi funzione di classe 1 in D una funzione continua assieme alle
sue derivate prime in D. Vedremo nel corso delle dimostrazioni che i
teoremi enunciati sussistono in ipotesi qualitative di maggior generalita
per la W.
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1. - Indicata con v la normale a FD rivolta wverso I estermo di
D, sussiste la diseguaglianza:

(1) f‘FEdchf(%%;)zdc
D &D
essendo :
% maxg, X )?
@) H=12 ————
ming,-D a—v

ed avendo imdicato con ¥ una qualsivoglia funzione di classe 1 in
D, armonica in D — D, infinitesima all’ infinito e verificante sw
9

a.
§D le condizioni y > 0, a—"’( > 0.

II. - Sussiste la diseguaglianza:

. — [ (0F\?
(3) /|grad ¥itdr <<V H[ (E) de
D &D

essendo H definito come nel teorema precedente.

IIL. - Fissato comunqgue un punio O esterno a D, delta r la
wmassima distanza del punio variabile su FD da O ed R un qual-
stasi numero maggiore di r sussiste la disegquaglionza :

v \? 4n

— [ 2

([ )= 5, [
&D Dy

essendo Dy il domninio inlersezione di D con quello sferico di centro

O e raggio R.

IV. - Se Dy & il dominio introdotto nel teorema precedente, sus-
siste la sequente disnuguaglianza :

(5) f gt < K [ wvds),
Dp §D
essendo :
max on
3D | v
(6) K=__ 210

minD Aﬂ’v
R

ed avendo indicato con w una arbitraria funzione di classe 2 in D
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wverificante le:

k o k *w k ..
{7) lWl<?P, é—_.’l;, >5_ITQ’ I'am‘axj <‘0:1)3 (’&,]—1,2,3)
con k costante e le: .
8) w=01in D, w=0su D, A;w>0in D.

1. Dimostrazione del teorema I.
Siano # e v due funzioni continue con le loro derivate parziali
prime e seconde in D, e tali che si abbia:

5] k o k o' k
ul< p 7 |ox, < p? | owox; 0?
k D) k v k
- - -5 T —= 3 ': 2 :
o] < o | p? laxﬁxj < e? =123
essendo k una costante e o = (a? + &) + xl)'2.
Si ha:
T " ou
(9) /u ™ do — / v ds :/(uA,v — vA,u)dr.
§D gD D

Sia ¥ una funzione armonica in D — D, infinitesima all’infi-
nito, avente le derivate prime di quadrato sommabile in D e tale

ov . :
che " sia di quadrato sommabile su §&D, sussistendo per la V¥ la

ben nota relazione:
ov
(10) f‘lf;dc:flgrad V2 dr.
§D D

In particolare la ¥ pud essere continua in D con le sue deri-
vate prime, come in precedenza detto.

Sia y la funzione di cui all’enunciato-del teorema I e si as-
suma % = ¥* v—=1y. Le condizioni precedenti sono allora soddi-

sfatte.
Per la (9) riesce:

’ v
/\ng—‘)f‘dc —ofyw Tde = 2[x'grad‘ﬂl2clr.
§D gD b
Si ha:

ox, : |
f‘l’q 67 do = mlng;D E/qddc
D §D
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J‘If’?-xdcs
ov
D

Da qgueste due ultime disuguaghanze si ricava:

2 max
f‘lf’dc< &(DX] | ¥

mlngp v

e per la disuguaglianza di ScHWARZ si ottiene infine la (1).
OSSERVAZIONE. — Nel caso che D sia 1’insieme dei punti non
interni ad una sfera di raggio » pud agevolmente calcolarsi il
massimo,del funzionale:
[ ¥2ds

v
- T -
EJD(%Y) de
1

Tale massimo & dato da r® ed & conseguito assumendo ¥ = - .

A cid si perviene, con un semplice calcolo, tenendo presente
lo sviluppo:

) oo 2n+1a (n)Y (u)(P)
(1) ¥, P)= io = Tt

dove Y,"(P); & un sistema ortonormale e completo sulla sfera
unitaria di funzioni sferiche.
Percid il miglior valore di H per la (1) & H=r Invece la (2),

assumendo y = —% , fornisce H = 4r*.

2. Dimostrazione del teorema II.
Dalla (10) e dalla (1) segue:

: ‘ - Yof [[aW\E  \Ya — ¥\2
[.gradw;fdrgUWda) (/(aa—v) dc) g\/H[(aa—v) do
D 50 5D §p

&S

OsservazIONE. - Nel caso che D sia linsieme dei punti
non interni ad una sfera di raggio », si pud facﬂmente calcolare
il massimo del funzionale:

j | grad ¥ |*d~
D

ST«

&D

I=
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Anche in questo caso si fa uso dello sviluppo (11) e si ottiene
max I =, mentre la (2) da VYV H=2r.

\

3. Dimostrazione del teorema II1I.

Per una funzione armonica in D — D ed infinitesima all’in-
finito sussiste la seguente formula :

(12) f = f Yo

essendo X, una superfic1e sferica di raggio ¢ contenuta in D e
tale che il dominio T, da essa limitato contenga nel suo interno
&D ().

Fissati » ed R fali che R > r e che T, contenga nel suo
interno &D dalla (12) si deduce tenendo presente che il primo
membro non dipende da ¢:

(13) (& — vy Zf = dc)2= (T/ :T . wr)”
R L,

dalla quale deduciamo :
o¥
(14) ( [ > [ Yidr
z

ciog la (4). Si noti che se D coincide colla sfera £, e si assume

¥ :%‘ , nella (14) sussiste il segno eguale.

4. Dimostrazione del teorema IV.

Sia 2 una superficie sferica contenente nel suo interno FD
e Dg il dominio avente come frontiera FD (interna) e Zr (esterna);
assunto allora, nella (9), v = ¥* e v — w, riesce:

[‘IﬂA,’de< [‘F’Az'mdr < /\Iﬂ — do,
Dr

ne segue:
in A v ow ,
ming AW T MaXg ), | Vs,

Dgr

(3) Cfr. M. PicoNE, Appunti di Analisi Superiore, II ed., Rondinella
Napoli, (1946), pp. 154 e segg.
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cioé:

f‘lﬂdrng ¥do .
Dr §D

OssERVAZIONE. — Nel caso che D sia una superficie sferica di
raggio r, con che Dr diviene uno strato sferico, il massimo del
funzionale :

f ¥3dz
- ] ¥*do

&D

I

nella classe delle funzioni armoniche in D — D ed infinitesime
1
all’infinito & R - r ed & assunto in corrispondenza alla funzione -.

Nel ‘caso in ispecie si pud assumere per la w, verificante le (7)
1 1 R

e (8), la funzione w — & e Si ottiene allora K — 33"
Si noti che da (4) e () si deduce la seguente diseguaglianza:
v z "
(15) ( / Z—v dc> <M / wdo
$D §D
con
4z
M=K-:5—..

Una diseguaglianza del tipo della (15) & gid stata considerata
da W. Gross (), il quale, perd, assume come I/ valori ottenuti
calcolando numericamente (per difetto) 1’estremo superiore del

funzionale:
o 2
(/5 )
2

¥ide
&D

I=

(4) Ctr. W. Gross, Sul calcolo della capacitd elettrostatica di un con-
duttore, Rend. Acc. Naz. Lincei, S. VIII. Vol. XII, fase. 5.



