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Sui criteri di oscillazione per gli integrali
di un’equazione differenziale lineare del secondo ordine.

Nota di EMiLI0 GAGLIARDO (a Genova)

Sunto, - La presente Nota é dedicata alla ricerca di condizioni sufficienti
atte ad assicurare che (tutti) gli integrali dell’ equazione y' 4 A(x)y =0
abbiano, per x —s + oc, comportamento asintolico oscillatorio. Utiliz-
zando un risultato di A. WINTNER relativo a questo problema, ed una
opportuna trasformaszione della variabile e della funzione incognitu,
s¢ ottiene un criterio assat pint generale contenente anche risultati di
M. ZrAMAL che estendono criteri di Kneser, FiTe, HiLLE, HARTMAN,
MIRUSINSKI, LEIGHTON.

La ricerca delle condizioni sufficienti sotto le quali uno e
quindi () tutti gli integrali dell’equazione differenziale:
1 Y@ + Alwy(x) =0,
ove A(x) & una funzione reale definita e continua per ogni x=>u=,,
hanno per x — + oo comportamento asintotico oscillatorio (*) &
stata oggetto di studio — soprattutto recentemente — da parte di
vari Autori. :

Un primo teorema di oscillazione & stato stabilito da KNESER
[7] supponendo che il coefficiente A(x) soddisfi alla limitazione :

(1.1) A(x)z(i+s)$, > 0.

In un ordine di idee assai diverso & un criterio di Fire [2]
Per quel che riguarda 1’equazione (1) le condizioni sufficienti per
1’ oscillazione sono espresse da:

o0

(1.2 fA(w)dx =+ 0o, A(x) > 0.

(!) Come segue dal classico teorema di separazione di STUrM.
(?) Hanno cio® infiniii zeri; in breve: sono oscillanti. Si usa anche
dire che in tal caso l’equazione (1) & oscillatoria.
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Questi due criteri sono evidentemente indipendenti (°) e di
natura differente.

Piu recentemente HiLLE [6], (), ed HaArTMAN (3] hanno stabi-
lito contemporaneamente, un teorema di oscillazione nell’ordine
di idee del criterio di KNESER, e precisamente hanno sostituito
alla (1.1) I'ipotesi:

Pt 1
(1.3) minlim [L @]} A@@) — 3, [L@]*{ > ;
2 — 00 0
(ove: p = intero =0; L,(x) = x (log x) (log log 2) ... (logPx);
logPx = log log*~Vx; logWx = x)

la quale per p =0 si riduce alla (1.1).

L’ indirizzo di FIre & stato invece proseguito da MIKUSINSKI [9]
il quale per quanto riguarda I’ equazione (1), ha stabilito un teo-
rema di oscillazione nell’ipotesi :
(1.4) [aﬂ—EA(:x;)dac = <+ oo, 0<e<1, A(x) = 0.
e da WINTNER [11] che ha, nel criterio di Fire, soppresso per la
funzione A(x) ogni limitazione inferiore, e formulato la sola ipotesi :

t s

(L5) lim 1 [ds { A@)dz = + oo.

t—s +oot
Il criterio (1.3) di HILLE-HARTMAN che estende quello di KNESER,
il criterio (14) di MIkUSINSKI, ed il criterio (1.5) di WINTNER
che generalizza il risnltato di F1TE, sono perd a due a due indi-
pendenti (5).
Dello stesso problema di oscillazione si & occupato LercuTON [8]
a proposito dell’equazione autoaggiunta pili generale:

2) [Q)y] + Alx)y = 0. Q(x) > 0,

con A(x), Qx) funzioni confinue. Le condizioni sufficienti sono
espresse da:

dx

2.1) Ol — [A(x)dx = + oo A(x) > 0.

(3) Per la verifica di quanto si asserisce circa l'’indipendenza dei eri-
teri che riportiamo, cfr. gli esempi del n. 5.

(4) Per esattezza rileviamo che, a differenza di quanto si suppone nel-
I’enunciato di HARTMAN e nel presente lavoro, la funzione A{x) nell’enun-
ciato di HILLE & supposta sommabile (anziché continua) in ogni intervallo
finito, ma deve inoltre soddisfare alla limitazione: A(x)=0.

(®) Cfr. (3).
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A queste M. ZrAmAL [12] ha sostituito le seguenti piu generali :

dw
Q)
ove M(x) indica una funzione >0 e confinua con la derivata prima.
Limitandoci all’equazione (1) le {2.2) ri riducono a:

(2.2 = + oo, fQ VM ¥ (x)dxe << + oo, f ()M *(x)doe —= + oo,

(1.6) ].M *a)dar < + oo, f A@)M{a)de = + oo

e, come caso particolare, alla:
1.7 (xl—tA(x)dw =400, ¢>0.
Cid fornisce un criterio, sempre dovuto ad M. ZrLAmayn, che,
come si vede, estende quello di MIKUSINSKI espresso dalla (1.4).
Un nuovo criterio di oscillazione di ZLAMAL, non contenuto (%)
in alcuno dei precedenti, & stato stabilifo, sempre nello stesso

lavoro citato in [12], nella ipotesi:
o0

(L.8) f % A()L(z) — iL,,(xp % (L) { dw = + oo

(ove le notazioni sono gia state chiarite a proposito della (1.3)).

Quest’ ultimo criterio contiene (?), come si vede facilmente, il
criterio espresso dalla (1.3), e, sebbene non contenga alcuno degli
altri criteri dello stesso Autore e meppure quello di WINTNER,
pud essere interpretato come un tentativo di combinare I’indirizzo
di KNESER - HiLLE - HARTMAN con quello di FiTE — MIKUSINSKI —
‘WINTNER (5).

La questione di combinare i due indirizzi viene risolta nel
presente lavoro nel quale mostro come, utilizzando il solo criterio

(6y Cfr. (3).

(") Cid non sembra risultare a ZrAmMAL stando a quanto egli dice in
proposito (cfr. [12]).

(8) Ricordiamo ancora, per completare questa rassegna dei ecriteri di
oscillazione, un criterio valido quando A(x) = 0 contenuto implicitamente
in un risultato di HirLue ([6], teorema 5); un criterio di ZuAmar [12]
valido quando A4(x) & inferiormente limitata; un criterio di WINTNER
esteso da HARTMAN [4] valido quando A(x) @ tale che esista finito I’ integrale

co

improprio f A(x)da; ed infine alcuni affinamenti del criterio (1. 6) conte-

nuti implicitamente in on lavoro di HARTMAN [5] ed alcuni risultati di
R. L. PorTeR (On self adjoint equations... Pacific J. Math. 3 (1953) 467-491)
validi quando A4(x) > 0. Per questi teoremi vedi 1’ osservazione fatta in (12),
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(1.5) di WINTNER ed una frasformazione della variabile e della
funzione incognita, che mi & stata suggerita dal Prof. Guipo
Ascoui, si ottiene immediatamente un criterio notevolmente pin
generale che contiene tutti i criteri espressi dalle (1.1), (1.2), (1.3),
(L.4), (1.5), (1.6), (L.7), (1.8).

Per quel che riguarda poi 1’equazione (2), supposto divergente

" d
I integrale [WZ) , ¢i si riduce (°) con una opportuna trasformazione

della variabile indipendente ad una equazione di tipo (1); e per-
tanto dai criteri di oscillazione validi per I’equazione (1) si otten-
gono immediatamente altrettanti criteri validi per la (2). Ad esempio
il criterio (2.1) si ricava immediatamente dal criterio (1.2) e il cri-
terio (2.2) dal criterio (1,6

Del problema di oscillazione per 1’equazione (1) mi ero occu-
pato in una precedente Nota (!°) pervenendo fra l’altro a due
criteri (I e IIT) che sono contenuti, come mi ha fatto osservare
M. ZLAMAL, rispettivamente nel criterio (1.5) di WINTNER e nel
criterio (1.8) dello stesso ZLAmAL. Colgo I’ occasione per ringraziare
il Prof. ZLAMATL della cortese segnalazione. ‘

1. Consideriamo la seguente trasformazione della variabile e
della funzione incognita:

Essa; come & noto [1], muta I’equazione (1) nella seguente:
1) + BOE) =0
ove il nuovo coefficiente B ha la forma: B— AM*+ M3M".

~ de
Supposto M(x) > 0, f M) divergente, il carattere oscillatorio

degli integrali si conserva, e quindi se si applica alla nuova equa-
zione il criterio (1.5) di WINTNER si ottiene per P equazione (1) il
seguente criterio notevolmente pilt generale:

Indichiamo con M(xX) una funzione positiva, continua con le

(°) Questa osservazione & stata fatta, a proposito del criterio (2.1), da
HARTMAN nella sua recensione, sul « Mathematical Reviews», del lavoro
di LEIGHTON citato in [8]. Cfr. « Mat, Rew.», 11, (1950), p. 248.

(19) Sul comportamento asintotico... « Boll. UM.I.», (3), 7, (1953), 177-185.
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sue derivate prima e seconda per ogni x =X,. e tale che vrisulli:

Fd
3) =+ )
Posto:
@) F(s) = j | Atar) M2 () + M(@)M () | das

se questa funzione soddisfa alla :

t
(5) lim ;_ F(s)ds = + oo

t = 400
%o

o, in particolare, alla :

(6) lim F(s) = + co

§—> 400

allora tutti gli integrali dell’ equazione (1) sono oscillanti (**).

2. L’ipotesi espressa dalle (4), (5) si pud scrivere nella forma:

t S t s
@ lim H f ds j Al M ¥w)de + tl f ds / M(@)M"(@)da ] =+ oo
tes

e ‘xo g xy o
la quale, mediante una integrazione per parti, e potendo tralasciare
una espressione del tipo: ¢, -+ ¢,£7! con c¢,, ¢, costanti, diventa:

M)

8 .
{8) lim { o

+ tl ft ds f A() M (o) — M’?(w))da:] = + oo,

%o Xo

{41) Pud riuscire utile osservare che date due funzioni (eguali o diverse)
soddisfacent1 entrambe a questa ipotesi, e siano esse: M,(x), M(x), se ne
ottiene subito un’altra soddisfacente ancora alla stessa ipotesi assumendo:

My(x) = M (x)M,(2(x)), con z(x) :/fif(—m La verifica di cid & immediata.
i

(1?) Osserviamo che il procedimento seguito in questo numero pud essere
applicato, anziché al criterio (1.5), a uno qualunque dei criteri citati in (8)
o anche ai noti eriteri di non oscillazione. Lasciamo al lettore le facili
formulazioni dei teoremi che cosi si ottengono. Non si ottiene invece alcun
nuovo risultato (efr. (1)) utilizzando gli altri crite:i che abbiamo riportato.
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Sussiste ora il seguente criterio :

Se esiste una funzione M(x) > 0 continua con la derivata prima
per X=X, e tale che siano wverificate le (3), (8), tuiti gli imtegrali
della (1) sono oscillanti.

Questo teorema discende dal precedente poich® nelle ipotesi
ora poste esiste, oltre alla M(x), anche una funzione Myx)> 0
continua con le derivate prima e seconda soddisfacente ancora
alle (3), (8), (e pertanto alle ipotesi del criterio dato al n. 1).

La dimostrazione di questo fatto, di per s& intuitivo, pud otte-
mnersi nel seguente modo :

Poniamo, per ogni valore dell’intero =, x, — x, + #.

Poiché M(x) & continua con la derivata prima in ogni inter-
vallo finito, per un noto teorema, (cfr. ad es. [10]), fissata una
successione arbitraria j¢,{, (rn =0, 1, 2...), di numeri positivi de:
crescenti, esiste una successione di polinomi | P,(x) !, (n =1. 2,...),
tali che si abbia:

I-Pn(x) - M(w) E <Eu

9
® | P/@) — M'(@) | <,

per . wn—l S x S xn-l—l .

Posto :

1 — )P
f(s)zgii_—(l__)-g)‘s

risulta :
011, —3<f(3 <0, per 0<x<Z1.
Consideriamo ora la funzione M,(x) cosi definita:

§ My(x) = P,(x). per x, << ax="wx,. ‘
{ My()=((2)P, (@) +[1 — )P, 4,(@), per @, <w=2,+3=<z, ,,, n=1.

E facile verificare anzitutto che la fupnzione M) ora intro-
dotta & continua con le derivate prima e seconda (anche nei punti x,).

Dalla definizione di My(x) segue inoltre:

| Mylw) - M(@)| <e, <3ey; | My (@) — M'(%)| <s,<9%; per zy<z<a,,
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e per X, <X =X, +I < Xpyy, B>1:

| My(@) — M@)| = |(Pnyy — M) + fO)N(Pr — M) — (P, — M)] | <
Ty + (8, +2,4) < 3e,;

| My'(@) — M(x) | = | (P’ sy — M) + fS)[(P'w— M) = (P — M)] +
4+ [Py —M) — (Pryy — M) | <oy + (a4 £y p1) + B(en + 20y y) <y

Di qui segue, per x, <ax<<x,,,, #=0:

| My(w) — M) | < Be,,, | My/(ac) — M'(%) | < e,
10,) | M2(w) — M) | <<|M,, M |(| M, — M| + 2M) < 9¢,2 + 6k, ¢

n-n

(10,) | A(@)My'(w) — A@)M () | < | My — M| (| My — M|+ 2M)| A|<
< 9k,e,* + 6k, %,

{10,) | My *x) — M} (x) | <<| My — M'|(| My’ — M’ |+ 2|M|)<<81e,%+18k ¢,

ove k, indica un numero superiore ai valori di M(x), | M'(x)]|,
| A(x) | mell’intervallo (x,, x,,).

Convenendo di prendere ¢, < ; h,,, ove h, (> 0)indica il minimo

1
6
di M{xy in (x,, x,,,), si ha ivi:
1
M) > 5 h,>0

e pertanto

1 1 (M, — M|(| My— M|+ 2M) _ 9¢,®+ 6k,
W0 2~ )| = MM = 3ht

Conveniamo inoltre di prendere ¢, tale che gli ultimi membri
delle (10,)(10,)(10,)(10,) risultino minori di 2
Si conclude che, scegliendo opportunamente la successione |¢, |,
la funzione M,(x), per x=x,, & positiva, e, risultando i primi
1 .
@ = I soddisfa, come M(x),
alle (3), (8); cid dimostra 1’ asserto.

membri delle (10,)...(10,) minori di

12
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3. Consideriamo ora 1’equazione autoaggiunta pit gemerale (2)
nella quale le funzioni A(x). @x) soddisfino alle condizioni :

A(x) continua, Qx) > 0 e continua, per x>z,

(t faw _
Q) —

Lo

Si pud allora porre:

(12) Blr) = f Qi(’%)

ed assumere x, che & funzione crescente di « e tende a + oo con z,
come nuova variabile indipendente; con c¢id il carattere asintotico
oscillatorio degli integrali si comserva, e 1’equazione (2) si muta
nella:

(13) Yy (@) + A(f(x)) Q(f())y(x) = 0

ove x — f(x) rappresenta la funzione inversa della (12).

A questa equazione, che & del tipo (1), possono ora essere
applicati i criteri di oscillazione validi per la (1), ottenendo cosi
altrettanti criteri validi per 1’equazione (2). Ad esempio dal crite-
rio (1.6) si ottiene immediatamente il criterio (2.2); infatti posto
N(x) = M(x(x)) le ipotesi (1.6), applicate alla (13), si scrivono:

40> /[M'@]maz = ][N’(x) Q(wu'g’(%z f[N'(x)]’Q(w)dx

oo= f Af@) QU@ @ = [ AN @)

le quali, unitamente alle (11) costituiscono appunto le ipotesi del
criterio (2.2). I’ analoga estensione all’equazione (2) del criterio
stabilito al n. 1 non offre difficolta.

4, Dimostriamo in questo numero che i criteri relativi all’ equa-
zione (1) che abbiamo riportati sono tutti contenuti nel criterio
stabilito nel presente lavoro.

Anzitutto & ovvio che il criterio (1.5) di WINTNER si ottiene da
esso assumendo M(x)=1.
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Se si assume invece M(x)==V L (x)="Vx(log x)(log log x)...(log® x) (3),
(secondo le notazioni usate), e ci si limita all’ipotesi (6), meno
generale della (5), si ottiene il criterio (1.8) di ZLAMAL.

Per verificare cid osserviamo che, per ogni intero n=0, la
derivata della funzione L, (x) &:

L, (x) = [(log x)(log log x) ... (log™ x)] + [(log log ) ... (log™ )] + ...
Ln L L L/ J—

x " zllogx) ~ a(loga)loglogw) " VI,

cr(La b )
— 445 L°+L)+...+Ln.

Tenendo conto di cid si ottiene:

o+ (log™Max) + 1 =

o — vy L VL, (111
M(w)_(\/L,o(az:))--.‘2\/1_1”_—2 (IT(,+L_,++IT,,)
e derivando ancora:
L, (1 1 VL,{ L, L,
MII —_ p el el P — o_ . »r —
@ 4\/';(1;0““ *L,,)* 2( L, L:)
VL, 1 1\+ VL1 (1 1./1 1
4 \L, " w)“ 2 [7IL+T<E+E)+
+i<i L)J__V'L_p 1 i)
NG, )| T 1\ttt

e infine:
A@Ma) + MM (@) = AL,@) ~ 1 L) S L))

ossia, con la scelta fatta per la funzione M(x) 1’ipotesi espressa
dalle (4), (6) si riduce alla (1.8).
Dimostriamo ora che il criterio del n. 1-contiene il criterio (1.7)
di ZLAMAL. ) )
L’ipotesi espressa dalle (4). () si pud scrivere nella forma (7).
Assumendo in particolare M(x) = a!1—/2, con £> 0, e potendo
tralasciare un’espressione del tipo: C, + C,i—'+ C,t—¢, con C,, C,,
C, costanti, essa diventa:

t
lim [} fds / A(x)xl-‘fda:]_—: -+ oo
t—r 400 t o

2o

(*3) Adoperando il procédimento esposto in (!!), a partire dalla sola

funzione M,(x) =", Yintroduzione della funzione M) == V Ly(x) riesce
del tutto spontanea.
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la quale & certo soddisfatta se si verifica 1’ipotesi (1.7).
Dalla formulazione data al n. 2 del criterio stabilito al n. 1 si
ottiene infine, come caso particolare, il criterio (1.6) di ZLAMAL.
Supponiamo infatti che M(x) sia una funzione confinua con la
derivata prima e soddisfacente alla ipotesi:

w‘fM"(x)dx =c,TFoo.

Si ha allora, per la diseguaglianza di ScHWARz:

M(x) = M(x,) + / M'(v)dv << M(x,) +
y .

—
+ l/ fM”(v)dv Ve —x,<c, + ¢, Ve —2x,
Xy '

ove ¢,= M(x,); e quindi, per x abbastanza grande, M?*r) < cx,
con ¢ costante. Lia (3) & allora verificata, e la (8) si riduce a:

t—s 400

lim [% f tds / ;(m)M 2(:zz:)da(:] =+ o0
@ %

o

che comprende come caso particolare 1’ipotesi / AM:de = + oo

che compare in (1.6).

I criteri espressi dalle (1.1), (1.2), (1.3), (1.4) sono poi contenuti
nei criteri (1.5), (1.6), (1.7), (1.8) e pertanto rientrano anch’essi in
quello stabilito nella presente Nota (!4).

5. In questo numero diamo alcuni esempi per dimostrare
quanto si ® affermato sull’indipendenza dei criteri riportati al’inizio
di questo lavoro.

(44) Risultando tutti questi criteri ottenibili dal criterio del n. 1 con
una scelta parcticolare della funzione M(x), e tenendo conto che le trasfor-
mazioni di variabile e di funzione incognita considerate al jn. 1 formano
gruppo, & del tutto inutile sperare di ottenere criteri pitt generali appli-
cando il procedimento del n. 1 a uno di questi criteri diverso da quello
(1.5) che si & utilizzato.
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1. - Sia A(x) = ax~% (x, > 0). Il criterio (1.8) & soddisfatto con
p=0. I criteri (1.5), (1.7) falliscono. Dimostriamo che anche il
criterio (1.6) non & applicabile. Supponiamo infatti per assurdo
che esista una funzione M(x) soddisfacente alle ipotesi (1.6). Si ha:

f o;ll’f(x)dw =¢, F=co.

8
Posto G(s) = [ Ax)M ¥x)dx, con s > x, > 0, nel nostro caso, ese-
a

guendo una integrazione per parti e applicando la disuguaglianza
di SOHWARZ, si ottiene:

Gis) = f ) o = — M;(s) Mx(“ +2 f Mo M(a)de <

< cy+ 2/ M’dx<c,,+2l/ [——dxl/ fM’de<
<co+c,‘/f dx=c,+c¢, V G(s),

ove 6, = %M*{xo), ¢, =2 Ve,.
0
Da cid si oftiene: G{s)<<max][c,, ¢, — 2¢,] = ¢ (costante); ma
Q0
allora I ipotesi / AM?*dx = + oo che figura in (1.6) aon pud essere

verificata.

2. - Sia ora: A(x) = sin* x + x sin 2z. Il criterio (1.5) & soddi-
8
sfatto, infatti si ha: [A(x)dx =ssin’s +¢,, (¢, = costante), e la
%o

condizione :

lim F _Lsinot— Leos2t+ €y + ¢t~ = + oc; (¢, ¢, costanti)
¢ ovviamente verificata.

Il criterio (1.7) & soddisfatto con ¢ =2 (e quindi anche il criterio
(1.6) che lo contiene come caso particolare).
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Il criterio (1.8) mon & invece applicabile, infatti (risultando,
per x = x, abbastanza grande: L, (x) >0, x> 0) si ha:

] (AL, — iL, i:‘.‘.[ J3)da <fA(m) L (xc)ydx _.[(81n7 x L, + x sin 2x¢ L,)dx <

X

< f(sin’ x L, + 2 sin 2x L, + x sin® x L,/)dx = s sin® s L,(s) + cost.

1

Il limite, per s — —+ oo, di quest’ ultima espressione non esiste,
e quindi I’ipotesi (1. 8) non pud essere verificata.

3. - Sia Ax)= I criteri (1.7), (1.8) sono soddisfatti assu-

wi

mendo rispettivamente ¢ =1/2, p = 0. Il criterio (1.5) non & invece
applicabile.

1
4. - Sia A(x) =g—csin’ x + log x sin 2z, (x, > 0). I1 criterio (1.5)
8

& soddisfatto, infatti, nel nostro caso, si ha: fA(x)dx—_—logs sin’s +¢,
Xo

¢, = cost.), e la (1.5) diventa: lim 1 logt — L log ¢ sin 2f +
" 2 %' T q

t— 40

2s
4t ’sm -ds + ¢, +C—t' = + o0 (¢y, ¢, cost.) ed & pertanto veri-

ficata.
Il criterio (1.7) non & applicabile, infatti confrontiamo le due
espressioni:

8

s
[ml—ﬁA(w)dx :f(ac‘E sin? @ + x!'—¢log x sin 2x)dx ;

X

/(az:—e sin®z + x'—:log x sin 2 + (1 — ¢)x—¢ log x sin® x)dx =
%o

=sl—¢ log's sin*s + ¢

{c costante). Il limite, per s — -+ co. della seconda espressione, se
esiste, non pud essere + oo. Distingniamo ora: se ¢ =1 le due
espressioni coincidono; se ¢ <1 la funzione (1 —¢)xr—=logxsin®x
che, aggiunta nell’integrando della prima, fa ottenere la seconda
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¢ definitivamente positiva, e se invece ¢>1 essa & integrabile
tra x, e + co. In ogni caso la (1.7) non pud essere verificata.

I1 criterio (1.8) nmon & applicabile, infatti (osservando che,
per x =2z, abbastanza grande, si ha L, x)>0, L, (x)>0, logx>0)
possiamo scrivere :

s s 8
' 1_2 1 .
,(AL, -(1Lp21’.,[L,-]'2)dw<{ALpdx:f(i sin?x L, + logasin2x L,,) dx <
36"1 30./1 x
8
. /1 ’
< ' (5: sin?x L, + logasin 2z L, + log x sin’z L, ) dx =
s
1 = log s sin® s L,(s) + cost.
Il limite, per 8 — + oo, di quest’ultima espressione non esisté,
e quindi la (1.8) non pud essere verificata.
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