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Sui criteri di oscillazione per gli integrali

di un'equazione differenziale lineare del second o ordine.

Nota di Emiiiio G-AG-LIARDO (a Grenova)

Suiito. - La presente Nota è dedicata alla ricerca di condizioni sufficienti
atte ad assicurare che (tutti) gli integrali delVequazione y"-f-A(x)y=;0
abbiano, per x - * +<x, comportamento asintotico oscillatorio. Utiliz-
zando un risultato di A. WINTNER relativo a questo prohlema, ed una
opportuna trasformazione delta variabile e della funzione incognita,
si ottiene un criterio assai piü generale contenente anche risultati di
M. ZLÀMAL che estendono criteri di KNESER, FITE, HILLB, HARTMAN,
MiKUfcINSKI, L E I G H T O N .

La ricerca delle condizioni sufficienti sotto Ie quali uno e
quindi (l) tutti gli integrali delF equazione differenziale :

(1) y"{x) + A{x)y(w) = 0 , - .

ore A(x) è una funzione reale definita e continua per ogni x>xn,
hanno per x —~ -+- oo comportamento asintotico oscillatorio (2) è
stata oggetto di studio — soprattutto recentemente — da parte di
vari Autori.

Un primo teorema di oscillazione è stato stabilito da KNESER

[7] supponendo che il coefficiente A(x) soddisfi alla limitazione :

i> £>0-
In un ordine di idee assai diverso è un criterio di FITE [2],

Per quel che riguarda F equazione (1) Ie condizioni sufficienti per
l7 oscillazione sono espresse da:

oo

(1.2) JA{x)dx = -+- cx5, A(x) > 0.

(') Come segae dal classico teorema di separazione di STÜRM.
(2) Hanno cioè infiniti zeri; in bre^e: sono oscillanti. öi usa anche

dire che in tal easo 1'equazione (1) è oscillatoria.
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Questi dae criteri sono evidenfcemente indipendenti (3) e di
natura differente.

Più reeentemente HII/LE [6], (4), ed HARTMAN [3] hanno stabi-

lito contemporaneamente, un teorema di oscillazione nelP ordine
di idee del criterio di KI^ESER, e precisamente hanno sostituito
alla (1.1) F ipotesi :

(1.3) minlim [Lp(x)]2 \ A(x) -^[Lfa)]-* \ > \

(ove : p — intero > 0 ; Lp{x) — x (log x) (log log x)... {\og(p)x) ;
logeas = log log(p-l)£c; log(0)x — x)

la quale per p — 0 si riduce alla (1.1).
U indirizzo di FITE è stato invece proseguito da MIKUSIKSKI [9]

il qaale per quanto riguarda 1' equazione (1), ha stabilito un teo-
rema di oscillazione nell' ipotesi :

(1.4) I x*-tA(x)àx = -4- oo, 0 < s < 1, A(x) ̂  0.

e da WIISTTNER [11] che ha, nel criterio di FITE, soppresso per la

funzione A(x) ogni limitazione inferiore, e formulato la sola ipotesi :

t s

(1.5) lim 1 [ds ƒ A{x)dx = + oo,

Il criterio (1.3) di HILLE-HARTMAN che estende quello di KNESER,

il criterio (14) di MIKTJSTNSKI, ed il criterio (1.5) di WIÏSTTNER

che generalizza il risultato di FITE, sono perö a due a due indi-
pendenti (5).

Dello stesso problema di oscillazione si è occupato LEIC^HTON [8]
a proposito dell'equazione autoaggiunta più generale:

(2) [Q(*teT + AMy = °- QW > °̂
con A(x\ Q(x) funzioni continue. Le condizioni sufficienti sono
espresse da ;

no OO

(2.1) H | = + oo, [A{x)dx = + oo. A(x)>0.

(3) P e r la verifica di quanto si asserisce circa l ' indipendenza dei cri-

teri che riportiamo, cfr. gli esempi del n, 5.

(4) P e r esattezza rileviamo che, a differenza di quanto si suppone nel-

Tenunciato di HAKTMAN e nel presente lavoro, la funzione A{x) neH'enun-

ciato di H I L L E è supposta sommabile (anziehè continua) in ogni intervallo

finito, ma deve inoltre soddisfare alla limitazione : A(x) > 0.

(5) Cfr. (3).
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A queste M. ZLÀMAL [12] ha sostituito Ie segueati più generali :
oo oo oo

(2.2) f-^r = -+- oo, ƒ Q(x)M'*(x)dx < + oo, ƒ A(x)M*{x)dx ~ + cx),

ove M(x) indica una funzione > 0 e continua con la derivata prima.
Limitandoci all' equazione (1) Ie (2.2) ri riducono a:

oo oo

(1.6) / M n{x)dx < + oo, fA{x)M2{x)dx = •+- oo

e, corne caso particolare, alla :

(1.7) fxi-*A(x)dx = -4-00, s > 0.

Oio fornisce un criterio, sempre dovuto ad M. ZIAMAL, che,
come si vede, estende quello di MIKTJSINSKI espresso dalla (1.4).

Un nuovo criterio di oscillazione di ZLÀMAL, non contenuto (6)
in alcuno dei precedenti, è stato stabilito, sempre nello stesso
lavoro citato in [12], nella ipotesi :

oo

(1.8) ƒ j A(x)Lp(x) -1 Lp(x) | , [LA*)]-* \ ** = +• ~

(ove le notazioni sono già state chiarite a propbsito della (1.3)).
Quest'ultimo criterio contiene (7), come si vede facilmente, il

criterio espresso dalla (l.B), e, sebbene non contenga alcuno degli
altri criteri del!o stesso Autore e neppure quello di WINTNER,

puö essere interpretato come un tentativo di combinare l'indirizzo
di KïtESER - HILLE - HARTMAN con quello di FITE - MiKTJsrsrsKi -
WINTEER (*).

La questione di combinare i due indirizzi viene risolta nel
presente lavoro nel quale mostro come, utilizzando il solo criterio

(6) Cfr. (3).
(7) Ciö non sembra risultare a ZLÀMAL stando a quanto egli dice in

proposito (cfr. [12]).
(8) Bicordiamo ancora, per completare questa rassegna dei criteri di

oscillazione, un criterio valido quando A(x) > O contenuto implicitaraente
in un risultato di H I L L E (f6], teorema 5); un criterio di ZLÀMAL [12]

Talido quando A(x) è inferiormente l imitata; un criterio di W I N T N B R
esteso da HARTMAN [4] valido quando A(x) è tale che esista finito 1' integrale

oo
improprio f A(x)dx; ed infine alcuni affinamenti del criterio (1. 5) conte-
nuti implicitamente in un lavoro di HARTMAN [5] ed alcuni risultati di
R L. P O T T E R (On self adjoint équations... Pacific J". Math. 3 (1953) 467-491)
vnlîdi quando A(x) > 0. P e r questi teoremi vedi 1' osservazione fatta in ( i2).
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(1.5) di WrtfTNER ed una trasformazione della variabile e della
funzione incognita, che mi è stata suggerita dal Prof. G-UIDO
ASCOLI, si ottiene immediatamente un criterio notevolmente piü
generale che contiene tutti i criteri espressi dalle (1.1), (1.2), (1.3),
(1.4), (1.5), (1.6), (1.7), (1.8).

Per quel che riguarda poi 1' equazione (2), supposto divergente

F integrale / 7ü~\ > c* s* ri^uce (9) con una opportuna trasformazione

della variabile indipêndente ad una equazione di tipo (1); e per-
tanto dai criteri di oscillazione validi per 1' equazione (1) si otten-
gono immediatamente altrettanti criteri validi p^r la (2). Ad esempio
il criterio (2.1) si ricava immediatamente dal criterio (1.2) e il cri-
terio (2.2) dal criterio (1,61.

Del problema di oscillazione per V equazione (1) mi ero occu-
pato in una précédente Nota (10) pervenendo f ra Faltro a due
criteri (I e III) che sono contenuti, come mi ha fatto osservare
M. ZiiÀMAL, rispettivamente nel criterio (1.5) di WIKTNER e nel
criterio (1.8) dello &tesso ZLÀMALI. Colgo Foccasione per ringraziare
il Prof. ZLÀMAL. della cortese segnalazione.

l. Consideriamo la seguente trasformazione della variabile e
della funzione incognita :

Essa, come è noto [1], muta F equazione (1) nella seguente :

ove il nuovo coefficiente B ha la forma : B — AM4 -+- MZM".

r dx
Supposto M(x) > 0, I ,.-„, . divergente, il carattere oscillatorio

J M '{X)

degli integrali si conserva, e quindi se si applica alla nuova equa-
zione il criterio (1.5) di WINTKER si ottiene per F equazione (1) il
seguente criterio notevolmente piu generale :

Indichiamo con M(x) una funzione positiva, continua con le

(9) Questa osservazione è stata fatta, a proposito del criterio (2.1), da
HARTMAN riella sua recensione, sul « Mathematical Reviews», del lavoro
di LEIGHTON citato in [8]. Cfr, «Mat» Eew. », 11, (1950), p. 248.

(10) Sul comportammto asintotico... « Boll. U.M.I.», (3), 7. (1953), 177-185.
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sue derivate prima e seconda per ogni x > x0. e tale che risuljti :

(3)

Posto :

s

(4) F(s) = / i A[x)M2(x) -+- M(x)M"(x) j <ta

a-o

se questa funzione soddisfa alla :

t

(5) lim j (F(s)ds = + oo

o, in particolare, alla :

(6) Urn F(s) - + OO

allora tutti gli intégrait delVequazione (1) sono osciUanti (12).

2. L' ipotesi espressa dalle (4), (5) si puö scrivere nella forma :

t s t s

(7) lim [ ± [ds ( A{x)M2{x)dx + ~ f ds f M{x)M"(x)dx} = H- OO
t~++ocltj J tj J \OGQ 3CQ OCQ

la quale, mediaiite una integrazione per parti, e potendo tralasciare
una espressione del tipo: co-\-clt~

1 con c0, c: costanti, diventa :

t s

• - - - • • ^ - - I = H - o o .
t s

lim f ̂ 5 -+- | [ds [{A(x)M\x) — iT ?

(u) Puö riusoire utile osservare che date due funzioni (eguali o diverse)
soddisfacenti entrambe a questa ipotesi, e siano esse : ikfjx), ikf2(̂ )j se ne
ottiene sabito un'altra soddisfacente ancora alla stessa ipotesi assumendo :

/
dx

—— . La verifica di ciö è immediata.

(12) Osserviamo che il procedimento seguito in questo numero puó essere
applicato, anzichè al criterio (1.5), a uno qualunque dei criteri eitati in (8)
o anche ai noti criteri di non oscillazione. Lasciamo al lettore Ie facili
formulazioni dei teoremi che cosï si otten^ono. Kon si ottiene invece alcun
nuovo risultato (cfr. (14)) utilizzando gli altri criteii che abbiamo riportato.
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Sussiste ora il seguente criterio :
Se esiste una funzione M(x) :> 0 continua con la derivata prima

per x > x 0 e tale che siano verifiçate le (3), (8), tutti gli integrali
della (1) sono oscillanti.

Questo teorema discende dal précédente poichè nelle ipotesi
ora poste esiste, oltre alla M(x), anche una funzione M*(x) > 0
•continua con Ie derivate prima e seconda söddisfacente ancora
-alle (3), (8), (e pertanto alle ipotesi del criterio dato al n. 1).

La dimostrazione di questo fatto, di per sè intuitivo, puö otte-
nersi nel seguente modo :

Poniamo, per ogni valore delPintero. n, xn = xQ-t-n.
Poichè M(x) è continua con la derivata prima in ogni inter-

vallo finito, per un noto teorema, (cfr. ad es. [10]}, fissata una
«uccessione arbitraria } en j , (n = 0, 1, 2...), di numeri positivi de
«rescenti, esiste una successione di polinomi | Pn(x) j , (w = 1, 2,...),
tali che si abbia :

\P„(x)-M(x)

Poeto :

risulta :

Consideriamo ora la funzione MJx) cosï definita :

per

P e r

È facile verificare anzitutto che la funzione M*(x) ora intro-
do tta è continua con Ie derivate prima e seconda (anche nei punti xlt).

Dalla definizione di M%(x) segue inoltre :

per
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per xn < x — x» -4- Sr <ç xn+l , n > 1 :

[ M*(a) - M(x) | - | (Pw4_x - Jf) +. f£)[(Pn - M) - (PM+1 - M)] i <

< e * 4 - i - H K H - « „ )

J}\ qui segue, per xn<x

| M^x) - Jfcf (os) | < 3s

<10t)

(en + t n + l ) -h 3(en H- e„+l) <9e n

- A{x)M*{x) | < | M* - M \ ( | M^ - M \

<10t)

ove A;yi indica un numero superiore ai valori di M(x), \ M\x) \ ,
\A(x)\ neirintervallo (xn, xn+]).

Convenendo di prendere £«<r«^î(, ove hn(^> 0) indica il minimo

di M(x\ in (xn, xn+i), si ha ivi :

•e pertanto

| M*

Conveniamo inoltre di prendere sn taie che gli ultimi membri

délie (lOjKlOJdO.KlOJ risultino minori ai , ^_ .

Si conclude che, scegliendo opportunaraente la successione | e n j ,
la f unzione M#(x), per x > xQ, è positiva, e, risultando i primi

membri délie (10,)...(104) minori di TT

[X — XQ -h- 1)
, soddisfa, corneM(x),

iille (3), (8); ciö dimostra Tasserto.

12
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3. Consideriaino ora F equazione autoaggiunta più generale (2)
nella quale Ie funzioni A{x). Q(x) soddisfino alle condizioni :

( U

A(x) continua, Q(x) > 0 e continua, per x
uu

f dx _ -+- oo .

Si puö allora porre:

(12) *x)=fw)
ed assumere x, che è funzione crescente di a? e tende a H- oo con xr

corne nuova variabile indipendente ; con ció il carattere asintotico
oscillatorio degli integrali si conserva, e F equazione (2) si muta
nella :

(13) y"(x) + A(f(x))Q(f(x))y(x) = 0

ove x~f(x) rappresenta la funzione inversa délia (12).
A questa equazione, che è del tipo (1), possono ora essere

applicati i criteri di oscillazione validi per la (1), ottenendo cosî
altrettanti criteri validi per F equazione (2). Ad esempio dal crite-
rio (1.6) si ottiene immediatamente il criterio (2.2); infatti posta
N(x) = M(x(x)) le ipotesi (1.6), applicate alla (13), si scrivono :

OO OO 00

n - o o > l[M'(x)Ydâ = i [N\x)Q{x)]%~= f[N'{x)YQ(x)dx

00 OO

+ o o = [ A(f(x))Q{f(x))M2{x)dx = JA(x)Nt{x)dx

le quali, unitamente aile (11) costituiscono appunto le ipotesi deî
criterio (2.2). L'analoga estensione ail' equazione (2) del criterio
stabilito al n. 1 non offre difficoltà.

4. Dimostriamo in questo numero che i criteri relativi alF equa-
zione (1) che abbiamo riportati sono tutti contenuti nel criterio
stabilito nel presente lavoro.

Anzitutto è ovvio che il criterio (1.5) di WINTNER si ottiene da
esso assumendo M(x) = 1.
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Se si assume invece M(x)^^VLJ(x)=^Vx(logx)(\oglogx)...{\ogip)x)(u)i

(secondo Ie notazioni usate), e ci si limita all' ipotesi (6). meno
generale della (5), si ottiene il criterio (1.8) di ZLAMÀL.

Per verificare ciö osserviamo che, per ogni intero n > 0, la
derivata della funzione L„(x) è :

L'n(x) = [(log x)(log log x)... (log("> x)\ -+• [(log log x)... (log<K) x)] -+- ...

) a;(log a?

Tenendo

M'{x)

conto

i\lT— V V J-

di

SP(X

ciö

JJ

s i

2

ottiene :

V U " 2 Uo
e derivando ancora:

JLV
LAL0^ LJ

ï / i ï \ 1 V ^ / 1 i\

:

A(x)M*(x) -+- Jtf(a)Jlf "(a;) = 4

e infine :

[

ossia, con la scelta fatta per la f unzione M(x) 1'ipotesi espressa
dalle (4), (6) si riduce alla (1.8).

Dimostriamo ora clae il criterio del n. 1 contiene il criterio (1.7)
di ZiiÀMAL.

L'ipotesi espressa dalle (4), (5) si puö scriyere nella forma (7).
Assumendo in particolare M(x) = aj*1—£>/2, con £ > 0, e potendo

tralasciare un'espressione del tipo: Co -+- Cxt~
l ~+- Ctt~*, con Co, C„

C2 costanti^ essa diventa :
t 8

lim \l idsl A{x)xi^dx\ =. -+- oo
t^+aolt J J \

(13) Adoperando îl procêdimento esposto in (4i). a par tire dalla sola
funzione Üf 4 (ac) = Var, 1'introduzione della f unzione M{œ) == \'Lp[x) riesce
del tutto spontanea.
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la quale è certo soddisfatta se si verifica Tipotesi (1.7).
Dalla formulazione data al n. 2 del criterio stabilito al n. 1 si

ottiene infine, corne caso particolare, il criterio (1.6) di ZIAMAL.
Supponiamo infatti che M(x) sia una funzione continua con la

derivata prima e soddisfacente alla ipotesi:

oo

f
XQ

Si ha allora, per la diseguaglianza di SCHWARZ:

X

M(x) = M(x0) -+- ïm\v)dv

I/ /
f «o

M'x(v)dv y/x — x^^c0 -+- cx Vx — x%

ore c0 = M(x0) ; e quindi, per x abbastanza grande, M%(x) < coc,
con c costante. La (8) è allora verificata, e la (8) si riduce a:

j [ds[A(x)M*(x)dx\ =

che comprende come caso particolare 1' ipotesi i AM' dx = H- OO

che compare in (1.6).
I criteri espressi dalle (l.l), (1.2), (1.3), (1.4) sono poi contenuti

nei criteri (1.5), (1.6), (1.7), (1.8) e pertanto rientrano anch/essi in
quello stabilito nella presente Nota (u).

5. In questo numero diamo alcuni esempi per dimostrare
quanto si è affermato sull'indipendenza dei criteri riportati alFinizio
di questo lavoro.

(14) Risultando tutti questi criteri ottenibili dal criterio del n. 1 con
una scelta particolare della funzione 3f(&), e tenendo conto che Ie trasfor-
mazioni di variabile e di funzione incogtiita considerate al jn. 1 formano
gruppOj è del tutto inutile sperare di ottenere criteri più generali appli-
cando il procedimento del n. 1 a uno di questi criteri diverso dà quello
(1.5) che si è utilizzato.
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1. - Sia A(x) — x-z, (xo>O). Il criterio (1.8) è soddisfatto con
2?=0. I criteri (1.5), (1.7) falliscono. Dimostriamo che anche il
criterio (1.6) non è applicabile. Supponiamo infatti per assurdo
che esista una funzione M(x) soddisfacente aile ipotesi (1.6). Si ha:

j M'%x)dx — 0,4=00.

Posto G(s)= j A\x)M\x)dx9 con s > x0 > 0, nel nostro caso? ese-

guendo una integrazione per parti e applicando la disuguaglianza
di SCHWARZ, si ottiene:

G(s) = j —^-; dx — — H — -•- 2 / —L-' M(x)dx <
J 0 J

1 / *

/"^das 1/ ƒ M'2da;<

oye c0 = — M2K)S c, = 2 Vc,.
XQ

Da ciö si ottiene : G(s) < max [c0, c,2 — 2c0] = c (costante) ; ma
00

allora l'ipotesi J AM2dx =-h oo che figura in (1.6) aon puö essere
rerificata.

2. - Sia ora: A(x) = sin* ce -H X sin 2a;. Il criterio (1.5) è soddi-
s

sfatto, infatti si ha : f A(x)dx = s sin* s + c0, (c0 = costante), e la

condizione :

lim - - T s i n 2 ^ — — cos 2t ~h c0 -h clt"
l\= -+- oc; (c0, Ci costanti)

è ovviamente verificata.
Il criterio (1.7) è soddisfatto con £ = 2 (e quindi anche il criterio

(1.6) che lo contiene corne caso particolare).
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II criterio (1.8) non è invece applicabile, infatti (risultando,
per x > xx abbastanza grande : Lv'(x) > 0, x > 0) si ha :
S S S

l 1 p f f
I (ALP — -i Lplii[Li\~')dx<i\ A{x)Lp{x)dx — i(sin2 xLp-h x sin 2xLp)doc <

j i j j

8

< i (sin* xLp-i- x sin 2xLp -+- x sin* x Lp)dx == s sin2 s JL^S) -f- cost.

Il limite, per s —* -+- oo, di quest' ultima espressione non esiste,
e quindi l'ipotesi (1.8) non puö essere verificata.

3. - Sia A(x) = ——. I criteri (1.7), (1.8) sono soddisfatti assu-
x vx

mendo rispettivamente e = 1/2, p •=. 0. Il criterio (1.5) non è invece
applicabile.

4. - Sia A(x) = - sin* x -H log x sin 2x, (x0 >> 0). Il criterio (1.5)
x

8

è soddisfatto, infatti, nel nostro caso, si ha: / A(x)dx —log s sin* s -hc0

(c0 = cost.), e la (1.5) diventa: lim - log t — — log t sin 2t H-

1 Tsin2s , c.l , t

-+- -TT | -os-i-c0-+--r=H-oo (c0, c. cost.) ed è pertanto ven-
Qit J S t |

ficata.
Il criterio (1.7) non è applicabile, infatti confrontiamo le due

espressioni :

f x1~^A(x)dx — f (#-£ siu2 x -+- xx~z log x sin
»n

3

I (x—z sin2 x -t- x] — z log x sin 2a; +- (1 — e)x~z log x sin- a?)to =

— sl"£ log's sin2 s -*- c

(c costante). Ii limite, per s —- -f- oo, délia seconda espressione, se
esiste, non puö essere H-oo. Distinguiamo ora: se s = 1 le due
espressioni coincidono ; se £ < 1 la f unzione (1 — i)x—£ log x sin* x
che, aggiunta nelP integrando della prima, fa ottenere la seconda
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è definitivamente positiva, e se invece s > 1 essa è integrabile
tra xQ e -+- oo. In ogni caso la (1.7) non puö essere verificata.

Il criterio (1.8) non è applicabile, infatti (osservando che,
per x^xt abbastanza grande, si ha Lp{x)>0, Lp(x)^>0, logas>>0)
possiamo scrivere :

s s

S

< / l~ sin*2a; Lp -4- logxsin 2x Lp -f- log x sin2x Lp ) dx =

= log s sin* s Lp(s) -+- cost.

Il limite, per s —*--+- oo, di quest' ultima espressione non esiste,
<e quindi la (1.8) non puö essere verificata.
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