
BOLLETTINO
UNIONE MATEMATICA ITALIANA

Antonio de Castro

Sopra l’equazione differenziale di risposta
di un circuito elettrico.

Bollettino dell’Unione Matematica Italiana, Serie 3, Vol. 9
(1954), n.2, p. 167–169.
Zanichelli

<http://www.bdim.eu/item?id=BUMI_1954_3_9_2_167_0>

L’utilizzo e la stampa di questo documento digitale è consentito liberamen-
te per motivi di ricerca e studio. Non è consentito l’utilizzo dello stesso per
motivi commerciali. Tutte le copie di questo documento devono riportare
questo avvertimento.

Articolo digitalizzato nel quadro del programma
bdim (Biblioteca Digitale Italiana di Matematica)

SIMAI & UMI
http://www.bdim.eu/

http://www.bdim.eu/item?id=BUMI_1954_3_9_2_167_0
http://www.bdim.eu/


Bollettino dell’Unione Matematica Italiana, Zanichelli, 1954.



Sopra l'equazione differenziale

di risposta di un circuito elettrico.

Nota di ANTONIO DE CASTRO (a Madrid).

rSunto. - Si compléta un noto teorema di S. LBFSCHETZ (contenuto nelle
sue Lectures on differential équations) sopra Vesistensa di soluzioni
periodieke delVequasione ï + g'(x)x + f(x) = e(t), dimostrando Vunicità
e la st&bilità forte di questa soiusione nelle ipotesi complementari di
essere f(x) crescente, g'(x) positiva,

1. - S. LEFSCHETZ ha provato in modo semplice Fesistenza di
una soluzione periodica per l'equazione differenziale

x f g\x)x +- f(x) = e(t) \x = ^ , x=-^x, g\x) = ^ | )
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che generalizza Pequazione di risposta di un eircuito elettrico cou
resistenza R, capacità C fcostanti) e un induttore con curva di sa-
tarazione * = ft(cp). In questo caso è in (1)

f{x) = h(x)IC, g(x) = Rh{x),

dove h(x) puö rappresentarsi con un polinomio dispari e lale che
sia xh(x) > 0.

Le condizioni imposte da LEFSCHETZ sono :

I. Esistenza clelle derivate e(t), f'(x), g'(x) per tutti i valort
délie variabili. (Queste condizioni garantiscono Pesistenza e Puni-
cita delle soluzioni, possono perö, come indica P Autore, sostituirsi
per altre meno restrittive).

II. e(t) è periodica col periodo T.

III. f(x)/x tende verso oo con | x | .

IY. Esistono due costanti positive b, B, tali che sia

| g(x)~bf(x) \ ^ B \ x \ .

Ma l'esistenza di una soluzione periodica ha interesse fisico»
principalmente se si tratta di una soluzione stabile. In questa Nota
noi dimostriamo come segue Punicità e la stabilità forte délia so-
luzione periodica se si suppone inoltre che f(x) e g(x) siano cre-
scenti. E lo stesso metodo si applica anche a equazioni più gene-
rali.

2. Dimostreremo che, nelle ipotesi indicate, una qualunque so-
luzione di (1) tende verso la soluzione periodica, Pesistenza de3]a
quale è dimostrata da LEFSCHETZ.

Per questo sostituiamo (1) con il sistema equivalente

(2) x -K g{x) = y, y + f(x) = e{t) ;

e consideriamo due soluzioni distinte che rappresentiamo coni
[Xj(£), 2/i(Q], t̂ 2(̂ )> y%(fy] e chiameremo loro distanza la funzione D{t)
definita da

t

D\t) = 2 f[f(Xi) - ftxx)\xt - xx)dt + (yt - y,f.

Segue per derivazione che è

= \f{xt) - nxx)\(xt - *,) + (yt - yx)(yt - y,)
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e per tanto, riçordando (2) rimane

D(t)È(t)=[f(xt)-f(xl)][yi-y1 -g(xs) -+- g^)} - (y, - y,)[f(xt) - f(xt)] =

Per tanto sarà D(t) < 0, e da qua segue, essendo D(t) una fun-
zione continua, che D(t) è una funzione decrescente qualunque
siano le due soluzioni di partenza, e perciö

lim D(t) = A>0.

Dimostreremo che, se una délie due soluzioni è periodica, il
limite précédente non puö essere diverso da zero; per questo ap-
plicheremo un ragionamento dovuto a N. LEVIÏ^SON.

Sia [ÖC(̂ ), y(t)] la soluzione periodica; il suo periodo sarà evi-
dentemente multiplo di T, per esempio ï\ ; supponiamo che una
altra soluzione di (2), [xo(t), yo{t)] non tenda verso quella, e sia
Dç{t) la distanza f ra le due. Sarà lim DQ(t) = A > 0. Se chiamiamo
D,{t) la distanza fra \x(t\ y(t)] e [xn(t -H nTx), y^(t-h nTy)] sarà

e perciö
lim Dn(t) = A.

n—- oo

Segue che, se P„ indica il punto [x^nT^, yQ(nT^)\ e P il punto
p£(0), ^(0)], la distanza PnP tenderà verso A. Per tanto i punti Pn

hanno almeno un punto limite. Sia Q uno di questi e [x(t), y(t)\
la soluzione che passa per Q per £ — 0. Indicando con D(t) la di-
stanza fra \x(t), y(t)] e [x(t), y{t)\, non essendo D(t) = costante (questo
sarebbe in contraddizione colla condizione prima ottenuta D(t) < 0)
sarà lim D(t) = Ax < A. Ma allora, siccome A — Ax sarà un numero
positivo fisso, e si puö scegliere la distanza iniziale PnQ arbitra-
riamente piecola, avremo una contraddizione colla continuità délie
soluzioni dell'equazione rispetto alle condizioni iniziali. I/assurdo
segue dal supporre A ;> 0.

Si dimostra adesso subito ehe T, = T. Infatti, se fosse T, =|= T
avremmo una soluzione \x(t — T), y(t — T)] che non tende verso \x(fy,
y(t)] quando t —» oo, in contraddizione con il teorema sopra dimo-
trato.
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