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Su una proprietà metrica
délie flessioni délie superficie sviluppabili.

Nota di UMBERTO GASAPINA (a Milano) (')

Sunto. - Si dimostra che ogni doppia in finît à di s f ere a, nelîa quale le
sfere o passano per un punto e hanno i centri distribuai su una su-
perficie S sviluppabile, ammette una deformazione continua per pur a
flessione di S, nel corso délia quale le a risultano ortogonali a una
stessa sfera il cui raggio varia con la deformazione.

Sia (S, B) una congrueuza (doppia infinità) di sfere <r(u, v)
aventi il centro C(u. v) sulla superficie S e il raggio B — B[ut v):
consideriamo le deformazioni délia congruenza ottenute per fles-
sione (al modo di GrAUSs) délia superficie S, conservando immutato
il raggio B. Puö avvenire chè esista una deformazione (iSQ, B)
délia congruenza (S. B) taie che ogni sfera <J[U} V) risulti ortogo-
nale alla sfera» 2rt (x

2 -+- y2 -+- z% = a2) di raggio a.
Poniamoci il problema : esistono congruenze di sfere (S, B)

tali che, per ogni a, si possano deformare in (SQ, B) con le a-orto-
gonali alla sfera Za ? La risposta è fornita dal seguente

TEOEEMA I. - Tutte e sole le congruenze di sfere (S, B) che,
per qualunque a, sono deformabili in (Sa, B) con le a ortogonali
alla sfera Xa sono quelle nelle quali la superficie S dei centri è
sviluppabile e si puö deformare in guisa che le sfere cr passino
per uno stesso punto ; cioè sono quelle in cui S è sviluppabile
e B soddisfa alla seconda equazione dell' applicabilità (-) che,
essendo la curvatura totale nulla, si riduce a

I parametri differenziali di B sono calcolati rispetto alla
forma fondamentale

ds*- = Edu2 -+- 2Fdudv H- Gdv*

délia superficie S dei centri.
OSSERVAZÏONE. - Ogni congruenza (S, B) di sfere a con S svi-

luppabile e le e passanti per un punto, puö deformarsi in guisa
da mantenere le sfere a ortogonali ad una stessa sfera il cui
raggio varia con la deformazione.

(*) Iiavoro eseguito presso l'Istituto Matematico délia Università di
Milano.

(2) Ved. L. BIANCHI, Lesioni di geometria differentialen 3 éd., Zani-
clielli editore, Vol. II, parte I, pag, 99.
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Come si possono caratterizzare le congruenze (S, R) che rispon-
dono al problema précédente, cioè cou S sviluppabile e defonna-
bile in guisa che le sfere G passino per un punto ? Sussiste il
seguente

TEOREMA II. - Tutte e sole le congruenze di sfere (S, R) con
la superficie S dei centri sviluppabile non piana e le sfere G
passanti per un punto sono caratterizzate dalla propriété che
stendendo S su un piano le due falde delP inviluppo risultano
due linee distinte (necessariamente simmetriche rispetto al piano).
Una di tali linee viene descritta da quel punto rigidamente con-
nesso alla sviluppabile S che rotola (senza strisciare) sul piano.
Fa eccezione il caso in cui S è un eono e le sfere G passano pel
suo vertice.

DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA I. - Se le tre quantità

(2) RRn H- Bu* — E, RRl% -+- BUBV - F, BBt% -+- Rv* — G

sono tutte identicamente nulle, la funzione B(u, v) soddisfa alla
equazione (1) (corne facilmente si verifica) e questo annullarsi
esprime la condizione necessaria e sufficiente affinchè le falde
deir inviluppo délia congruenza permangano linee in ogni f les-
sione di S ; in questo caso S è sviluppabile e quando JS si stende
su un piano SQ tutte le sfere G vengono a passare per due punti
A e B simmetrici rispetto al piano stesso (3). In questo caso spe-
ciale la congruenza (So, R) è costituita da una rete di sfere a(u, v)
e, considerando il fascio ad essa ortogonale, si vede che esistono
infinité sfere (quelle del fascio) aventi i centri sulla retta AB
ortogonali a tutte le sfere <r. Pertanto non occorre deformare il
piano JS0, ma soi© spostarlo per traslazione al fine di rendere le
sfere a ortogonali a 2a (4).

Escludiamo questo caso speciale. Essendo G ortogonale a Xa

risulta
R* -f- a* = x2 H- yx -+- z% (x, y, z centro di <r)

e quindi R2 -*- a2 soddisfa alla seconda equazione deîPapplicabilità
che si scrive

(3) Yed . Gr. R i c c i , Sulla cleformasione délie doppie infinità di sfere

per flessione délia superficie dei centri, « Att i de l Rea le I s t i t u to Y e n e t o
di scienze e lettere ed arti », Tomo XCIII , pagg. 153>1556, in particolare
pag. 1539.

(4) Questo vale anche nel caso in cui A Q JB coincidono in un punto
di SQ e il fascio ortogonale di sfere risulta un fascio parabolico.
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cioè

•U
Le congruenze (S, R) che rispondono al problema sono tutte e

solo quelle nelle quali questa equazione è verificata per ogni
valore di a e quindi dovrà essere necessariamente iT=0, cioè S
sviluppabile.

Inversamente se S è sviluppabile e R soluzione dell'equazione

R'
2

(S, R) puö deformarsi in (S01 R) taie che le sfere vengano a pas-
sare per l'origine : i coefficienti délia seconda forma fondamen-
tale Ddu2 -t- 2D'dudv •+- D"dvx délia superficie SQ dei centri risul-
tano (5)

n x tK n -4- JX7t —Jh n , ( UK^ -4- UUHV — M

Ryi-^R

e non sono identicamente nulli.
La configurazione (Sa, R) è assegnata con gli analoghi coeffi-

cienti délia seconda forma fondamentale délia superficie Sa

L 7 ? 2 ~ÏP ~D~D i ~D ~D TP

-+- IhH — Jh KJcilt 4 - JXUJXV — JP

VR*-+-a* —

che risultano funzioni continue di a e variabili con a.
DIMOSTRAZIOÎTE DEL TEOREMA IL - Le due falde 2 e 2 delHn-

Yiluppo di (S, R) siano distinte, cioè sia 1 — AjjK^O (6) ; il qua-
drato del loro elemento lineare sia rispettivamente

Efdux -+- 2F'dudv -+- G'dv\

Ë'du* -t-2F'dudv -H G'dv* ;

i discriminanti risultano rispettivamente (7)

E'G' — F'2 = {EG — F%i - ^B){i -h BH0 + R*Koy
Ë'G' — F'2 = (EG - F2)(l -

(5) Ved. L. BÏANCHJ, loc. cit. Vol. 1, parte I, pag. 360.
(6) Yed. L. BiANCHr, loc. cit. Vol. I I , parte I, pag. 94.
H Ved. G. Ricci, loc. cit. pag. 1541.
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dove

HQ~ A O3UL, Ka — B -+- (OV, Oi
0 '

1 AjXt \Exx — F )(1 — A

^ = 2(F - BURV)D' -(E- RJ)D" - (ff - JV)D,

v = 2£12D' — JBni)" — R^D.

Ho e JÎL0 si ottengono da Ho e JT0 cambiando o> in — t»i.
Le due falde dell 'inviluppo di (S, R) sono linee distinte se e

soltanto se 1 — A ^ z ^ O e le due espressioni

0 0, Q R*K0

sono contemporaneamente nulle. Questo accade se

1 H- RA -h R2B = 0, |JL - RJ = 0

ossia se

7? g '
en

(8)

La prima délie (3) diviene la seconda equazione dell' applica-
bilité quando in luogo di — K si mefcta K* Pertanto, quando la
superficie S dei centri è sviluppabile, le congruenze di sfere
considerate appartengono alla classe di congruenze per le quali
esiste una flessione délia superficie S dopo di che tutte le sfere
vengono a passare per uno sfcesso punto. La seconda délie (3) è
yerificata se S è un piano.

Le due falde 2 e 2 dell'inviluppo di (S, R) siano coincidenti,
cioè sia 1 — ts.xR = 0. Se esiste una configurazione So di S per la
quale le sfere <r yengono a passare per uno stesso punto 0, le
linee R = cost. (geodeticamente parallèle su S, R arco di géode-
tica) sono sferiche di centro 0 e le geocj^tiche ad esse ortogonali
sono necessariamente rettilinee ; ne segue che So è un cono di
vertice 0 (eventualmente un piano riferito a un sistema polare).
In questo caso le due linee 2 e 2 si contraggono in un punto
del piano.


