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Su un tipo partieolare di complessi lineari di piani in <S3r_4.

Nota di CARMELO LOSTGO (a Eoma)

Sunto. - È contenuto nel n. 1.

1. Indichiamo con #*(*=(),..., n) le coordinate proiettive omogenee
di uno spazio proiettivo com^plesso Sn e con pifv(i, k, j = 0,..., n) le
coordinate grassmanniane di piano. Supposto n=3r—1 determino
^n. 2) la condizione necessaria e sufficiente perché un complesso
lineare di piani privo di centri

sia riducibile, rispetto al gruppo proiettivo, alla forma canonica

(1.2) rS pM,»«+1,« + 2-=;0

contenente, cioè, il minimo numero possibile di termini. Determino
poi (n. 3) alcune proprietà del complesso (1.2).

(2) Tali formule si trovano nel mio citato lavoro inviato da tempo per
la stampa nella Rivista di Matematica délia Université di Partna. Sono
state pure trovate da Gr. PALAMÀ (Cfr. Boll. Un. Mat. ItaL, I fasc. 1954,
p. 65), indipendentemente e per altra via.
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2. ïncominciamo a richiamare alcune definizioni relative ai
complessi lineari di piani ( c l . - St) (

1).
1) Dato un c. 1. - S% (i.l) ad una retta di coordinate rih è

associato Viperpiano polare

aihjr
ikxj = 0,

luogo dei punti che congiunti con la retta danno tutti e soli i
piani del complesso passant! per la retta.

2) Una retta si dice singolare per un complesso se ogni piano
per essa appartiene al complesso, ossia se e solo se il relativo
iperpiano polare è indeterminato. In particolare la retta eongiun-
gente i due punti fondamentali O^S^) ed (^(V) è singolare se e
solo se : a01)- = 0.

3) Spazio singolare totale è uno spazio taie che ogni sua retta
è singolare. In particolare lo spazio Sti xl^x = ... = xn = 0 è sin-
golare totale se e solo se aA^ = 0 (oc, p — 0, 1,..., t ; j = 0, 1,..., n).

4) Punto singolare di specie h è un punto P taie che le rette
singolari passanti per esso costitaiscono una stella appartenante
ad un JS2A+£ , con s =r 0, 1 secondo che n è pari o dispari.

Lo spazio S%h+.t si dice lo spazio singolare associato al punto P
Ciö ricordato, si ha :

Condizione necessaria e sufficiente perché un complesso Uneare
di piani in S3r—i sia riducibile alla forma (1.2) è che ci siano r — 1
S3 passanti per uno stesso punto P e (per r > 2) non aventi a due
a due altri punti comuni, tali che gli spazi singolari totali di di-
mensione massima e passanti per P siano tutti e soli gli Sr—i in-
cidenti in rette ciascuno dei precedenti S3.

È subito visto che la condizione è necessaria, Infatti la pro-
prietà è verificata per ciascun punto dei piani

(2.1) xu = œw+1 = x*'"+* = 0
(* = 0. l , . . . , T , T - * - 2 , . . . , r - l ; T ^ 0 , 1,..., r - 1).

Dimostriamo che la condizione è sufficiente. ïncominciamo ad
osservare che per r - = 2, dalle ipotesi del teorema, segue che il
complesso (di S$) non ammette piani singolari totali: esso è perciö
di tipo generale e pertanto la sua equazione è riducibile alla
forma canonica (1.2). Possiamo perciö dimostrare la propriété per
induzione.

(*) Per le notazioni e per la bibliografia si veda la mia Memoria :
Sut complessi lineari di piani in Sn, in corso di stampa nel vol. 37 degli
« Annali di Matematica ».
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Tncominciamo ad osservare che posto

r — 2p -+- 1 -h e (e = 0, 1)

il punto P è singolare di specie (massima) h = 3p -+ e, ed ha come
spazio singolare associato lo S*3r_8 congiangente gli r — 1 S3 pas-
santi per P.

In particolare supposto P = 00 e che lo S*3r—3 abbia Ie equa-
zioni, x1—x2 — 0, il complesso (1.1) assume la forma

(2.2) ap012 -+- aiapp**V -+- a ^ p - ^ + a ^ * ^ -+- a*prp*PY = 0

(a, p, y = 3,»., r - 1).

Supposto che gli JS3 relativi al punto 00 abbiano Ie equazioni

(2.3) xl = x* = a;3i == x3^ l = x3^2 = 0

(< = 1, . . . , T, T H - % . . . , r - 1 ; T O = 1 , . . . , r — 1)

si ha che dei coefficienti aia$ ed ata$ sono diversi da zero solo
quelli per i quali a, p assumono ralori apparfcenenti ad una stessa
terna, 3*, 3 f + 1 , 3* H-2.

Considerato ora lo jS3r_4, x° := xl — x2 = 0, (Sir-4 generico per

lo 5*3r_3) esso détermina il complesso tracda L :

(2.4) cia^p^r = 0 (», p, Y = 3> - ^ 3 î ' ~ !)•

È subito visto che. considerato un punto P di uno degli S3

relativi al punto P == Öo ed apparteneute allo ^S3j._4, il punto P }

rispetto al complesso L, soddisfa Ie condizioni delF enunciato
avendo come S3 passanti per P gli Sz che da P proiettano i
piani intersezione dello JS3>._4 con gli ulteriori S3 (2.3) relativi al
puuto P. Ne segue che l'equazione (2.2) si puö ridurre alla forma:

< = 1

(p = l, 2; * = 1,..., r - 1 ; a = 3,..., 3r - 1).

È subito visto poi che si puö determinare una proiettività :

(ix - 0, 1, 2)
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in modo che si abbia

= ^2ap — 0.

Scelta infine la retta OxOt in modo che il relativo iperpiano
polare abbia V equazione x° = 0, si ha

dis* = 0.

Dopo ciö il complesso assume l'equazione

2 = 1

ed è subito visto che si puö completare la scelta del punto unita*
in modo che si abbia a - p e perciö l'equazione (1.2).

3- Determiniamo ora alcune proprietà del complesso (1.2).

Estendendo quanto è noto nel caso r = 2, diremo che gli r
piani (2.1) sono i piani cardini del complesso; diremo poi SBi—x

cardine lo spazio congiungente Z(< r) dei piani cardini.
Ciö posto, è subito visto che il complesso (1.2) ammette corne

rette singolari tutte e sole le rette incidenti gli r £3,_4 cardini.
Ne segue che un punto di un S^-^ cardine è singolare di spe-

cie h =r — l ; e viceversa. In particolare un generieo punto dello
SZj^l è singolare di specie p, ed i punti dei piani cardini sono
singolari di specie massima h—3p-*- s.

Inoltre il complesso ammette corne spazi singolari total! di
diraensione massima d = r— 1 tutti e soli gli JS, , incidenti (in
un punto) ciascun piano cardine. ~Ne segue :

Per un generieo punto dello S _̂_, passa uvo ed uno solo Sr_x

singolare totale*
Si ha anche :

Condizione necessaria e sufficiente perche un complesso Uneare
di piani in S9l^.l sia del tipo in esame è che esso ammetta conte
spazi singolari Mali di dimensione massima oo3('-]) Sr_x tali che
per un punto generieo ne passi uno solo.

Ne segue che i precedenti Sr—l sono gli Sr^l incidenti r piani
(cardini), a due a due sghembi, luogo di punti per i quali passait o
infiniti Sr^1 singolari totali.


