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Oarattere ipergeometrico dei polinomi
associati a quelli dî Hermite.

Nota di LETTERIO TOSCA^O (a Messina)

Sunto. - Si stabilisée il carattere ipergeometrico dei polinomi associati <&
quelli di HERMITE, esprimendoli con la funsione ipergeometrica con-
fluente Wt.

ar-a

1. È nota la formula hn(&) = Hu(oc)ho(x)— e2 Gn_1(x) tra i polinomi
Hn(x) e Ie funzioni hn(x) di HERMITE, e i polinomi G^^x) ad essi
associati, che restano con essa definiti.

In un mio layoro in corso di stampa nella Rivista Matematica
délia Università di Parma su Polinomi associati a polinomi classici
ho espresso i GJx) in funzione degli Hn(x), con la formula

(1)

dove i è l 'unità immaginaria.
Ho pure dimostrato che

(2) ^ GM = JTn+1(«i) - Gn+i(x).

E da questa deduco qui un' altra formula del tipo della
non contenente l 'unità i.
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Si ha
G0(x) = H0(x), G1(x) = H1(x),
Gt(x) = Ht(x) - Qx'(x) = H,(x) - H^x) = Ht{x) - H0(x),

Gt(x) = H4(x) - mt(x) + 2Hl>(x),
• Gb(x) = Hs(x) - ±H3(x)

Ge(x) = He(x) - (J) 1 ! HAx) + (*) 2 ! Ht{x) - (J) 3 ! H0(x),

G7(x) = BT7(«) - (J) 1 ! JB,(as) H- Q 2 ! fli(«) - (J) 31 H,(x).
In generale vale la formula

^ *
2 /w — r

(3) ff«(a!)=;Sr(-l)'(
che supposta vera pèr l'indice w si puö faoilmente dimostrare per
l'indice n-t-1.

Infatti

= S,. (- l)-(

2. Dalla (3), poichè

MH(x)- \ (-1)

segue

e con r -+- s =

(n - 2m) ! os 2m~s(m — s) ! '
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D' altra parte

m-*(w — s ) ! ~ 2mm\-£5(- n, s)

E risalendo

3. Specializziamo ora la précédente per indice pari (2n) e
dispari (2n -+- 1).

Nel primo caso si ha

e successivamente

(5) ^>) = t ^ ^ ! l ? t l ! ^ t J , i ( _ ^ W ) 1; _2 w ; 2 ) ( |
( wjw!

Mentre nel secondo caso si deduce

(6) Gtn+A*)={- 1)H£:r1)l* Vj^\^,Fi{-n ^ 1; - 8 . - 1 ; S ) ^

D' altra parte è noto che la funzione ipergeometrica oonfluente
a due variabili

ammette lo sviluppo
00

Facciamo in questa prima

00 (d yyA

W^a; b; c, c'; x, y) = S ? r a ^ ^ ) w , , F , { a -hm, b; c; x)ym.

1 x2

a~ — n, 6 = 1, c = — 2 ^ c' = ^, # = 2, y s -^
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e poi

3 x*
a — —n, b = l, c = - 2n — 1, c' = ^, x = 2, y = -%*

Segue

V, i-w, 1; -2n, i; 2, ̂ ) = | M
 ( ~ n \ m )

 lFl{-n+m, i ; -2n; 2) (°Ç\
0 \^, mjml

m l; - 2 . - 1 , | ; 2, ̂ ) = S m
(

/ 3 ^ ^ ( - ^ W ) l; - 2 . - 1 ; 2) ( * ) .0 ^ j
Confrontando con Ie (5) e (6) si ottengono Ie

(7) Gtn{x) = ( - 2)» Q, ») T, ( - n; 1 ; - 2n, \, 2, ^

(8) ffh+i(*) = ( - 2 ) » 5 ) » ^ 1 - » ; 1; - 2 ^ - 1 , £;2,=H.
\^ / \ ^ ^ /

E queste ei permettono di stabilire il carattere ipergeometrico-

dei polinomi Gin{x) e - Gr2n+1(#), i quali — a meno di un fattore-

numerico — si possono considerare come particolari polinomi x¥l

eon una variabile uguale a 2.
Un risultato dello stesso genere fu da me assegnato nel 1941 (\

esprimendo con la XV1 Ie funzioni

e 2 Hm{x)Hn(x) m — n pari

- e 2 Bm(x)Hn(x) m — n dispari^

4. Introdotto il polinomio

* ; i; -a»-a-g, «+i; 2,

(4) L. TOSCANO, Trasformata di Laplace di prodotti di funzioni di
Bessel e polinomi di Laguerre, «Mem. Pontificia Ace. Scien.», 5 (1941),
pp. 471-500.
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«e facile vedere che Ie (7) e (8) assumono la forma

Gln+l(x) = ( - 2)"n ! x vjs) ^ ,

richiama Ie cosidette formule di SZEGÖ tra polinomi di HERMITE
^ di liAGTJERBE.

Altre formule che richiamano quelle di SZEGÖ si possono otte-
nere esprimendo Gin(x) e G^+^x) con i polinomi associati a quelli
-di LAGÏÏERRB (2).

5. Lo studio dei nuovi polinomi VPtf
a)(x) potrebbe condurre a

risultati degni di nota.


