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Carattere ipergeometrico dei polinomi
associati a quelli di Hermite.

Nota di Lerrerio Toscaxo (a Messina)

Sunto. - Si stabilisce il carattere ipergeometrico dei polinomi associatt -
quelli di HERMITE, esprimendoli con la funzione ipergeometrica con-
fluente T,.

a2
1. B nota la formula h.(x)=H, («)ky(x) — 2 G, _,(x) tra i polinomi
H,(x) e le funzioni h,(x) di HERMITE, e i polinomi G,_,(x) ad essi
associati, che restano con essa definiti.
In un mio layoro in corso di stampa nella Rivista Matemat@ca,
della Universita di Parma su Polinomi associati a polinomi classice

ho espresso i G,(x) in funzione degli H,(x), con la formula
n
=2 (n + 1)1
1) G (@) = (— )" 2,

ol —r+1)n — 2r)!

H n-—2 r(ix)’

dove ¢ & Punith immaginaria.
Ho pure dimostrato che

(2) T G (m) ﬂ+l(m) - Gn-&-l(x) .

E da questa deduco qui un’altra formula del tipo della (1),
non centenente unita 4.
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Si ha
Golx) = Ho(x)a G\(x) = H,(=),
Gy(0) = H,(x) — G, (%) = Hy(x) — H,'(x) = H,(x) — Hx),
Gry(2) = Hy(z) — 2H, (),
G (%) = H (%) — 3H,(x) + 2H (),
'Gx) = Hy(x) — 4H,(x) + 6H,(x),

bl

G a) = Hi(@) — (‘;’) 11 Hx) + (‘;) 21 Hy(w) — (?3’) 31 H(a),

Gq(x) = Hy(x) — (?) 1! Hy(x) + (g) 21 Hyx) — (g) 3! H ().

In generale vale la formula

n
=

<3 _
3) Grul) = 3, (— 1 (" - T) r H,_, (@),

che supposta vera pér l'indice # si pud facilmente dimostrare per
Y indice » + 1.

Infatti
G, (@) = H, ,\(x) — G, ()
n—1
=7 n—r
=Hu@— % (") re— 2, @
| i 1
"+ r
=H.@+ 3 1 )t Hra )
n+1
<
.2 n+1—vr
= 3 (1 )7t Hpams @)

)= ? i () 2 e

2r) 27! ’
segue
<t <n—2s
T2 n—s8\ -~ 2 n — 28\ (2r)!
—_ — S 1 — r 7 25—27
6= 2 (" )er 2 o (" 5) Sy
econr+s=m
”n
< —
L o n — s)!
6. (@)= I, (— 1" o)

(0 —2m)! oy 277

g om (g — g)!
(n — 2m)! T 27— (m — s)!°
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D’ altra parte:
m m—s)!  m! w(—m, )
%s 2m-—s(m — s) 17 Qmgp ! -015(_ n, 3) 28

n!
F\(—m, 1; —n; 2)

= zmm ! 2

E risalendo

=

] 3

- Fy(—m, 1; —mn; 2)
—_ _qym 21 ) 2 ) 912902

3. Specializziamo ora la precedente per indice pari (2n) e

dispari (2% + 1).
Nel primo caso si ha
. n F(—m, 1; —2n; 2)
- tY (__{ym 2} > ’ 2n—2m
Gﬁn(x) i (2/"’) ;‘m ( 1) m! (2% _ 2m)| om x s

e successivamente

_1712 !n —_ A\ m
=! )(")_j, (=%, m) ,Fl(—n+m,1;—2n;2)(%)

(B) Gonle) =55 '”(1 m)m‘
L !

Mentre nel secondo caso si deduce

— 1\ M. on (— 2\ m
(6) G,”+,(x):( . 1)2(3”""' ) x z“m( ™ M)aFl(' n +m, 1; —2n—1; 2) (m ) .
nw. [} 2
(é’ m)m!

D’altra parte & noto che la funzione ipergeometrica confluente

a due variabili
. , _ 0y (a, r+s)b, 1)
¥ia; b5 ¢ ¢ x, y)y= rns (€ 7)C, s)r! s!
le|+]y| <1

ammette lo sviluppo

3 (a, m) Fia +m, b; c; x)y™.

Yia; b; ¢, c'; o, y)= o7 (¢, mym 1 ®

Facciamo in._questa prima
e

1
a=—m, b=1, ¢c = — 2n, c’:Q, =2, y= 5
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e poi
¢a=—mn, b=1, c=—2n—1, C'Zg, =2, ys%’.
Segue
o (—n; b =2, %; 2 %) = %“'"‘ M JFi(—n+m, 1;—2n; 2) (”fgf),
(é’ m)m!

3 * n — 2\ m
\P‘,(—-n; 1; —2n—1,§; 2, %) =X “@—’—m),lf’,(—n—km, 1; —2n—1; 2) (9;—) .
0

Confrontando con le (5) e (6) si ottengono le
1 1 x®
™ Gle) = (= 27 (5, w) Wi (=i 15 —2m, 52, )

3 2
8  Gupl®)=(—2) (g, n)x‘lfl (——n; 1; —2n — 1, 55 2, %\
/

E queste ci permettono di stabilire il carattere ipergeometrico
1
dei polinomi G,,(x) e = Gy,pa(®), 1 quali — a meno di un fattore

numerico — si possono considerare come particolari polinomi ¥,
con una variabile uguale a 2.

Un risultato dello stesso genere fu da me assegnato nel 1941 (%),
esprimendo con la ¥, le funzioni

a?
e ? H,(x)H,(x) m —n pari
1 -3
e 4 H,(x)H,(x) m —n dispari.

4. Introdotto il polinomio

Wn(a)(x)zww —_n 1; ___2”,__“_1
n! 1 ?

5 a—+1; 2, :zc),

(!) L. Toscano, Trasformata di Laplace di prodotti di funszioni di
Bessel e polinomi di Laguerre, « Mem. Pontificia Ace. Scien.», 5 (1941),
pp. 471-500.
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€ facile vedere che le (7) e (8) assumono la forma -

1 2
©) Gunle) = (— 2t w3 %)

1
(10) Garn@) = (— 2yt 2, ) (%),

che richiama le cosidette formule di SzeG6 tra polinomi di HERMITE
© di LAGUERRE.

Altre formule che richiamano quelle di Szmao si possono otte-

nere esprimendo G,,(x) e G,,4,(x) con i polinomi associati a quelli
di LAGUERRE (3).

5. Lo studio dei nuovi polinomi ¥, (o)(x) potrebbe condurre a
risultati degni di nota.



