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Sistemi di equazioni differenziali normali del I ordine
che ammettono speciali relazioni invarianti
¢ che interessano il movimento di sistemi anolonomi.

Nota di CATALDO AGOSTINELLI (a Torino)

Santo. - Si¢ consideramo dei sistemi di equazioni differemziali normals
del I ordine che ammettono delle relazioni invarianti subordinatamente
allesistenza di particolari soluzioni stazionarie e che si presentano in.
certi problemi relativi al movimento di sistemi anolonoms.

1. Nello studio del movimento di certi sistemi anolonoms, retto
ad esempio da un sistema di » equazioni differenziali normale
nel I ordine della forma )

dax; )
(1) at = Fi(xn y Loy eeny 90,,), (’I, == 1’ '2, . n),

nelle »n funzioni incognite x,, ,,.., «, della variabile indiren-
dente ¢, pud avvenire che introducendo un certo numero k di
opportuni parametri caratteristici indipendenti w;, v,,.., w;, con

k <3, funzioni di x,, z,,..., «,:

(2) o, =o/(t, ,., x,), (r=1,2,.., k)

le equazioni (1) ammettano come conseguenza delle relazioni della.
forma -

do, pey | Bty dzx

(3) W =a,, ———dt a,s ————dt 4 ...+ @,., dt" e

“hot d - s
=Zjaff—f’;z—t'—”; (o‘:l, 2, .., h; k£h<g>,

T4

le quali si potranno sostituire a k& opportune equazioni del sistema (1).

Ora, se il sistema (1) ammette delle soluzioni stazionarie in cui
le incognite x,_,.,, X,—pis;--, . Si mantengono costanti per
tutta la durata del moto, se lo sono inizialmente, allora le (3)
mostrano che per tutta la durata del mofo saranno anche costanti
i parametri caratteristici w,. Le w, — cost. si diranno in tal caso
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relagioni invarianti del sistema (1) subordinatamente all’ esistenza
nella soluzione stazionaria considerata. HEsse mon sono integrali
del sistema, poiché la loro invarianza dipende dall’eventuale inva-
rianza delle z,_,4,, Xu_,4+s,.., &,; pertanto i valori costanti
delle o, dipenderanno dai valori costanti che assumeranno le
Lnpt1s Lymep bz oees Ly (e

2. Affinché il sistema (1) ammetta come conseguenza delle rela-
zioni del tipo (3), le derivate rispetto al ternpo delle caratteristi-
che (2), quando si tenga conto delle (1), devono ridursi alla forma (3).
Ora dalla (2) si ricava

dw, "Show, dxe, ko 9w, dx,—p .,

4 dt %, Bx aF ? P FTIE r=1, 2, .., k)
ciod, per le (1)

, dw, "=k jw, nh fw, dx,_, .,
) i it AR A e

Percid, affinch® le w,—cost. siano relazioni invarianti del
sistema (1), nel senso qui definito, dovranno essere necessariamente
verificate le condizioni

n—h
) 3, o

4

'F—‘O r=1, 2,..., k).

Queste condizioni sono anche sufficienti affinche il sistema (1)
ammetta come conseguenza delle relazioni del tipo (7), che cio2
queste siano soddisfatte da ogni soluzione x,(f), x{),.., x,(f) del
sistema (1).

Infatti, sussistendo la (5) identicamente per valori arbitrari di
2%, Xy, .., &,, sussisteranno anche per tutte le nr'e di funzioni x,(f)
che sono soluzioni del sistema (1) e le equazioni (4'), ovvero le (4),
si ridurranno proprio alla forma (3).

() Si osservi che le relazioni invarianti qui considerate si possono
ritenere di tipo pill generale di quelle a cuj ordinariamente si attribuisce
la stessa denmominazione (Cfr. T. Levi-Crvitra e U. AwmarLpi, Lezioni dié
Meccanica razionale, vol. 1X, P. II, cap. X, § 4, Zanichelli, Bologna, 1927).
Invero queste ultime sono della forma f(x,, ;,.., z,) =0 e soddisfano

ad una relazione del tipo g—{ =Af. In tal caso tutte lo soluzioni del siste-

ma (!} che annullano la f in un dato istante, per esempio per {=20, I’an-
nullano anche per ogni altro valore di &
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8. Abbiamo supposto che il sistema (1) ammetta delle soluzioni
stazionarie in cui le incognite x,_, ., ®.—4.4s, -, X, 51 mantengono
costanti per tutta la durata del moto se lo sono inizialmente. Quando
cid avviene saranno nulle per tutta la durata del moto le derivate
temporali ac,,_h+,, x“_hﬂ,..., x,,; ciog, in virti delle ultime &
equazioni del sistema (1), che si riducono alle

(6) ‘ F,_, .;=0, (1=1 2, .., h)

queste dovranno risultare degli invarianti del sistema (1) nel senso
ordinario, cioé dovranno sussistere, come conseguenza delle stesse (1)
k relazioni del tipo.

dF,_,..; & .
(7) _W!‘_"‘_’ — %‘” )\len—h+l: (J =1, 2, .., h)

Ma derivando rispetto al tempo le F,_,; si ha

AFyvj _f' 2 — [ p—— dwn—hH

n
®) @t = % Twm, d@ ?l rpnr A
cio, avendo riguardo alle equazioni del sistema (1),
’ aF A n—h+j k oF. V2 n—p+j aF L n—hr+j
®) Tdat T E o, Lt ax,l_w Frmi-

percid, affincheé le (6) costituiscano delle relaziomi invarianti del
sistema (1), e sussistano quindi delle soluzioni stazionarie in cui
le 2,4+, i®—prg,.., ®, 8i mantengono costanti, devono essere
necessariamente verificate le condizioni

aF"—h-H .
o, F-—O i=1, 2,.., h).

&) 5
i

Queste condizioni sono anche sufficienti perché le (6) siano
relazioni invarianti del sistema (1). Invero, se esse sono identica-
mente verificate per valori arbitrari degli argomenti x,, z,, ..., z,,,
lo saranno anche per le funzioni x,(f) che sono soluzioni del
sistema (1), e quindi le (8') si ridurranno alla forma (7) per ogni
soluzione del sistema.

Concludendo abbiamo il teorema: Condizionme mnecessaria e suf-
ficiente affinché un sistema di n equazioni differenziali normals
del I ordine, nelle incognite x,, x,,..., X, della variabile indipen-
dente t, ammetta delle soluzioni stazionarie in cui un certo numero
di incognite (Xp—ptys Xn—prss - 5 Xn) St mantengano costanti durante
il-moto, se lo sono inizialmente, e 'che imolire, subordinatamente
all’ esistenza di queste soluzioni, sussistano k relazioni imvarianti
w (2, %5,.., x)=cost., & che siamo identicamente verificate le
condizioni (5) e (9).
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4. ‘Osserviamo che quando le condizioni (9) sono soddisfatte,
ponendo nelle (1)

Loympt+1 = €1y L—pag = Cgy oevy Xy = Cp
ove le h costanti ¢, ¢,,..., ¢, sono a priori arbitrarie, il sistema
(1) diventa

(1) =y, Xyy s By Gy Oy €) (=1, 2,00, ),

(109 O0=F, i@, gy Tpyps €1y Coyeey €)y,  (F=1, 2,.... D),

ciod si riduce al sistema (10) cui vanno associate le A relazioni
invarianti (10%)

Supposto diverso da zero 1’ jacobiano delle F,_,.., (=1, 2,..., h)
rispetto ad & delle x,, w,,.., #,—;, per esempio rispetto alle
X, _9pra, per « =1, 2, ..., h, allora le (10') definiscono le incognite
Lu—gpt1s Lu—gybas ey Ly—y, Per mezzo delle x,, x,, ..., x,_,, (almeno
in un certo campo di variabilith di queste ultime),. mediante rela-
zioni della forma

(11) Xy —opa == Yal®y, Xyyeey Xpegps Cry Coyoney &)y (x=1,2,..., h)
Scindendo il sistema (10) nei due sistemi parziali

dx;

(12) —%— = Fi(xl 3 Lgs ooy Lugpy Lymgptay wevy Ly—py €y Cg a. ey ch)
, de,
(12 ) ‘_.Eiw = Lp—gn+o> (°‘ = 1, 2} R h)’

quest’ultimo sistema, quando si tenga comnto delle identita (9) e
delle (12), sarh equivalente alle relazioni invarianti (10’), ovvero
alle equazioni (11). Cioé dovra risultare

(13) dxn—2h+9‘ — % ni2h aYG
¢ o

dt Todt

I

Fi = Fn—'2h+“

Invero, se nelle (10°) al posto delle @,_,,1, 8i pongono le corri-
spondenti yq, (x =1, 2, ..., h), si ottengono delle identita

B pifl@yy Bgy ooy Ty—gps Y15 Yoo ooes Yns C1s Cayeney €) =0,
J= .1, 2y, h).
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Derivando rispetto ad z;, per 4==1, 2,..., n--2h, si hanno
ancora le identita

oF, s - L oFuyry Na
- -~ .
0%; 17 0y gyt O

=0, (=1, 2 .., n—2h)

Moltiplicando ambo i membri di quest’ultima relazione per F;

e sommando rispetto all’indice ¢ da 1 ad »n -— 2h, segue
”_Z-?’haF —h+J F % aF"—Iz+1 .h a‘fa
o o &gyt 1 O

Fi=0.

Sottraendo ora membro a membro la (9) si oftiene

h
Z, ;5_‘21’2( 23 a("F Fﬂ_,,m)_o (G=1, 2., k).

Queste costituiscono un sistema di k equazioni lineari omogenee
nelle 2 quantitd chiuse fra parentesi, il cui determinante dei coef-
ficienti & 1’jacobiano delle F,_,4; rispetio alle x,_,,1,, che per
ipotesi & diverso da zero. Dunque quelle quantitd sono tutte nulle,
ciod somno verificate le (13).

Il problema si riduce pertanto all’integrazione del sistema
differenziale normale del I ordine (12), ove nei secondi membri al
posto delle x,, o514, Z,—opta; -y Tp—9p Si pongano i valori espressi
dalle (11).

Si ha in tal modo un sistema di % —2h equazioni differenziali
del I ordine nelle n — 2h funzioni incognite x,, x,,..., *,_,, délla
variabile indipendente f{. L’integrale generale di questo sistema
involgera altre # — 2k costanti arbitrarie, oltre ¢, c,,..., ¢,, e le
soluzioni stazionarie considerate dipenderanno in definitiva da
n — h costanti arbitrarie.

5. B opportuno osservare infine che quando sono verificate le
condizioni (5) e (9) si ha ancora un sistema di relazioni invarianti
associando alle &, =10¢;, Ty—p+2=Cy, ..., &, = C;, le condizioni
di stazionarietd di una qualsiasi v,, considerata dipendente dalle
sole variabili x,, «,,..., x,—,, cioe¢ le equazioni

0w, .
(14) (:m——O (]:1, 2,%., n—h).
H
Infatti si ha
d () e Y
dt\ox;) = T awpa;T T T ew,_pp0n; VTR
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Ma dalle identitd (B), per ogni valore dell’indice » si ricavano.
derivando rispetto ad x;, le altre identita

n—h 320.\, 7= o nth awr Q_ﬁ_,f
1i ax,-awj LA 1i 0%, axj ’
percid
d (o n—how, oF, & )
—d‘t(——r)=_2‘_—'_—t+ T A n—hti ¢
awj 1 am,; axj 1 6:1':”_;,4_ 18%_,-

Da questa risulta che quando & ®, 4, ==¢,, X, 4o="0Csy -, £, =Cp,

e gs 0
e quindi F,_,,, =0, F,_,,,=0,..., F,=0, se si pone ;;—”:0,
s
i—1,2 h, si ha anch i(a&\—o fo dimost
per j=1, 2,..., n —h, si ha anche — axj)— , e questo dimostra
I’ asserto.



