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Einisimmetria di tratti e teorema di Vivanti - Pringsheim
Hadamard - Fabry relatiyo ai punti critici.

Nota di GriovAKiNTi RICCI (a Milano)

Sunto. - Nella condisione sufjïciente che localissa un punto critica sullen
circonferenza di convergenza e in quella analoga che garantisce questa
circonferenza come linea critica, si considerano i tratti della succes-
sione dei coeffleienti (prest in esame secondo J. HADAMARD ed E. FABRY)
e, valendoci della emisimmetria o sopraemisimmetria di tali tratti, si
generalissano i teoremi classici.

1, - Sono noti i teoremi che hanno avuto origine dalle classiche
proposizioni di GL YIVAKTI, A. PRIKGSHETM e J. HADAMARD ri-
guardanti la localizzazione di un punto critico sulla circonferenza,
di convergenza di un elemento analitico 2a„£u e quelli analoghi
riguardanti la non prolungabilità di detto elemento fuori della
circonferenza stessa (cioè la circonferenza come linea critica (*)).
Di tali teoremi ricordiamo i due seguenti, che hanno carattere ele-
mentare, nel senso che la loro dimostrazione non si serve del pas-
saggio dall'elemento 1auz

n all'elemento 2a„g(n)zn mediante la tra-
scendente intera ausiliaria g(z).

00

« U elemento analitico Sa,;0
n abbia raggio di convergenza 1. Il

o
punto 1 è critico se

(V) è possibile determinare
(i) una successione j nh i crescente di indici interi ^ , nt, M-3, ...r

(ii) una successione j yh i di orientazioni YI t T2 ? T3 » — ?
(iii) un numero reale O < 6 < 1,

tali che si a

Se(aB f teÂ) > O, | Ke(a„he~iTM \ijnh - 1 per /Ï - + 00

(i) La letteratura su tali teoremi è molto vasta : ei limitiarao a ricor-
dare qui le opère seguenti, delle quali le prime quattro riassumono i lavori
anteriori e contengono indicazioni :

E. LANDAU, Darstellung und Begründung einiger neuerer Ergebnisse
der Funktionentheorie, 2. A.ufL, Berlin, 1929, pp. 14-16, 72-86.

S. MANDELBROJT, Modern Besearches on the Singularities of Functions
defined.by Taylor's Series, The Rice Institute Pamphlet, 14 (1927), pp.
223-352, in particolare Ch. Y, XII. Les singularités des Fonctions Analy-
tiques représentées par une série de Taylor, Mémorial d. Sciences Mathérm
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e i coefficienti art di ogni tratto

apparfcengano al semipiano Re(&é~%ri>) ^ 0 , cioè sia Re(ame~*r>*) 2> 0'
per m€Ik ».

Dando a questa condizione (V) una forma che non dipenda da
arg at,, si ottiene il seguente (J. ÏÏADAMARB)

CO

«L'elemento analitico -a„£'1 abbia raggio di convergenza 1. La
o

circonferenza ] z \ = 1 è linea critica se
(£T) è possibile determinare
(i) una successione \nh j crescente di indici interi nx, n 2 , . . . .
(ii) un numero reale 0 < 8 < 1,

tali che sia | a„ \linh -+ 1 per h ~+ -+- oo e siano nulli tutti i coef-

ficienti am , con m 4= w/(, di ogni tratto

Ora domandiamoci : È possibile attenuare le condizioni suffi-
cienti (V) e (H) seguendo Ie intenzioni 1°) di trarre partito dal-
l'eventuale emisimetria del tratto Ih dei coefficienti aM ? e in qual
modo ? 2°) di consentire ai coefficienti am una maggiore arbitrarietà
specialmente nelle zone estreme del tratto Ih ? e in quale misura?

A queste due domande si risponde affermativamente e, in for-
ma précisa, con i teoremi esposti ai nn. 3 e 5.

Ricordiamo che un tipo di arbitrarietà sui coefficienti am per-
Ie condizioni di tipo (V) e per quelle di tipo (H) viene segnalata
anche dal classico teorema di E. FABRY, più generale di quello-
ricordato, che consente o(nh) coefficienti eccezionali (oppure o(nh)
variazioni di segno) in ogni tratto Ih (2) e che la maggiore arbi-
trarietà nelle zone periferiche dei tratti Ih, limitatamente alle con-
dizioni di tipo (H), è già stata studiata da F. LÖSCH (3) e H. CLAUS (4);:

54, Paris, Gauthier- Villars, 1932. Séries lacunaires^ Actualités Scient. 305,.
Paris, Hermann, 1936

Gr. POLYA, Untersuchungen über Lücken und Singularitdten von Po-
tmsreihen, Math. Zeitsohrift, 29 (1929), pp. 549-640.

Altri lavoià verranno citati in seguito.
(2) Ved. E. LIANDAU, loc. cit. in (*) p. 81.
(s) F. LÖSCH, Ueber nichtfortsesbare Potensreihen mit Lücken, Math.

Zeitschrift, 32 (1930), pp. 415-421.
(4) H. CLAUS, Neue Bedingungen für die Nichtfortsezbarkeit von Potenss*-

reihen, Math Zeitschrift, 49 (1944), pp. 161-191.
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tufctavia riteniamo interessanti le osservazioni e proposizioni che
seguono perché 1°) si riferiscono anche a condizioni di tipo (F),
2°) sotto un certo aspetto, sono più generali in quanto tengono
conto délia prospettata emisimmetria, 3°) le dimostrazioni si otten-
gono cou semplici osservazioni su quella classica elementare nella
forma esposta in E. LANDAU, e senza introdurre la trascendente
intera g(p) ausiliaria.

2. Emisimmetria e sopratutiisimmetria. Introduciatno per co-
modità le seguenti definizioni molto naturali :

La successione (finita) a—k, ÖL_*+1,... , a_j, a0, ax..,. , «A_1? ctk

si dice emisimmetrica se

<2.1) a_u + a . = 0 per u = 1, 2 ; . . . , k

^(osservianio esplicitamente che a0 puo anche essere non nullo).
Nel caso che i numeri di detta successione siano reali. essa si

-dice sopraemisimmetrica se

^2.2) a_w -H au ̂ 0 , per u = 1, % ..., k.

Si consideri una funzione ty(u) reale non negativa

^ ( ^ ) ^ 0 per u=lj 2,..., k ;

la stessa successione finita a_*,..., a^x, a0, ax..... ah, si dice
û-emisimmetrica se .

<2.3) | a_w -f- au | ^<J>(^), per u = 1, 2. ..., &.

Nel caso che i numeri di detta successione siano reali, essa si
<liee ty-sopraemisimmetrica se

<2.4) «-» + att > - t M P e r u—^, 2...., /c.

È evidente che ogni successione finita emisimmetrica (oppure
sopraemisimmetrica) è a maggior ragione ^-emisimmetrica (oppure
^/-sopraemisimmetrica) ; e analogamente se ^x{u) ̂ _ tyt(w) la ^-emi-
simmetria porta di conseguenza la ^^emisimmetria: lo stesso si
•dioa per la Ig-sopraemisimmetria e la ^-sopraemisimmetria.

Osservazione - Si consideri la funzione

(2.5) +«(») = ^ « p ( u * / n ) . | a B |

-che per ogni Ô > 0 e ogni n fissati, è crescente al crescere di u
di un ordine esponenziale ; essa si presentera in modo naturale in
^seguito a una valutazione asintetica che eseguiremo al n. 4.
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Sia 0 < 8 < 1 ; nella successione | an \ (n — 0, 1, 2, 3,...) si con-
sideri il tratto I costituito da

(2.6) i ain ! (ï — ô)» < m <L (1 -+- 6)« ;

esso risulta ^„-emisimmetrico se

(2.7) | an-u+an+H | ^ "-̂  exp (ti*/n) . | an \ (« = 1, 2, . . . , [on])

e, nel caso di j an \ a elementi reali ; risulta '}n-sopraemisimmetrico
se

<2.8) .aH.„ -h au+t, ^ - ^ exp (u*/n) . | on | (« = 1, 2,... , [6»]).

Sia O < 6 ' < 0 < 1 e si considerino la funzione fn(t() e il tratto
I' analoghi a xhn(u) e I (ottenuti sostituendo 6' a Ô) ; è evidente
cke Y è contenuto in J e J/„ 7> ̂ ,t e, pertanto, dalla ^-emisimme-
tria o J;-sopraemisimmetria di I segue la V-emisimmetria o v|/-so-
praemisimmetria di J'.

Adesso poniamoci la questione seguente : siano am reali e ri-
sultino verificate le disuguaglianze

{2.9) au > 0

{2,10) an_„ -H an+it ^ — 2&"an(u — 1. 2, ..., [6w]).

Se il tratto JT è ^ ^ p m ö m i s i m 0 1 ^ 1 ! 0 0 ) quali sono i vaiori
w = n ± t t pei quali la condizione (2.8) di ^-sopraemisimmetria ri-
sulta soddisfatta in conseguenza délie (2.9) e (2.10)?

Affinchè sia soddisfatta la (2.8) basta che sia

— 2e£W ̂ > — r - exp (u*jn)

€ioè
u*jn ^ e^ -h log (26n)

e quindi basta

{2.11) u ^ T», dove T - y s - f - log (26w)/w.

Dunque quando siano verificate le (2.9) e (2.10) e risulti T < Ô,
il tratto I (1 — 6)» ^ w * ^ ( l -+- ô)n consta di un tratto centrale ƒ* e
e di due tratti estremi T e I"

(F) (1 — §)n ̂  m < (1 — T)».
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la ^- s oP r a e i ï l i s im T n e t r ia è senz'altro verificata in T e J", e per
averla in tutto I basta richiederla nei tratto centrale I*, cioè ba-
sta avere, insieme a (2.9) e (2.10)

(2.12) aH-u + aB+M ^ - ^ exp (u'/n) . | a(l | (tt = 1, 2,..., M ) .

3. La condizîone pel punto eritico. Quando siano introdotte
le precedenti definizioni, otteniamo le seguenti proposizioni :

TEOEEMA. - L'elemento analitico 2anzn abbia raggio di conver-
genza 1. Il punto 1 è critico se è soddisfatta la condizione seguente :

(Vj) esistono
(i) una successions j nh | crescente di indici interi n x , n2,...,.
(ii) tena successione \^h\ di orientazioni YI » YSJ —>
(iii) itw îiifcînero reaïe 0 <c Ô <: 1,

tali che sia

(3.1) R e (a„he~nh) > 0, | R e (atl|ie~irfi) \lf\ ^ i pe r ^ ^ + oo

e ogfni tratto \ R e (a m e 1Th) 1,(1 — 6)nh ̂  m ^ (1 -h Ô)nh, s i a sopra—
icO) cioè

(3.2) Re ((aM,_u H- o ^ J e A ) ^ 0 , (u = 1, 2,..., [0nh]).

Questa condizione (Yx) è verificata, per esempio, qxiando, posto
arg (anfrU -h aMft+M) = <ph, u , risulta

?A, «+i " ?A, » < ^ / % (iTcostante).

Il teorema précédente sussiste ancora quando, ferme restanda
tntte le altre condizioni contemplate in (VJ, la condizione (3.^
viene sostituita con la seguente

(3.3) | ST | < (1 - 6) Re (anf^h)

dove 5ST è la somma dei numeri (reali) negativi délia successione-
(finita)

Re {(anfru -t- an,4-M)e^), (« = 1, 2,..., [OnJ).

Inoltre il teorema précédente vale ancora se alla condizione (Y,)
si sostituisce una qualunque délie due seguenti (Vs) e (Y3):
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(Y2) Esistono ! nn I, i Th I, 0 < 6 < 1 come in (Y,) tali che

(3.1) Re (a„he~irh) > 0, | Re (a^^n) \VnhRe (a„heh) > 0, | Re (a^^n) \Vnh

e ogni tratto

I R e (ame~~*xh) j , (1 — 6)»ft < m

sia ty-sopraemisimmetrico, cioè si abbia

(3.4) Ee ((a„A_tt +• a^^e^h) > - ^ e x p (u»/») • Re (anfte"%

(« = 1, 2,..., |n6]).

Questa condizione (V,) è soddisfatta se nel tratto (1 —
£ w ^ ( l + 9)^ , w=J=nft è verificata la disuguaglianza (singolar-
mente per ogni coefficiente)

Re (atne~Hh) > _ ^ — exp( | w - m |7wA) . Re (aw*e~%)

e, in questo modo, risulta ampliato il campo di abitrarietà pei co-
efficienti am e generalizzato il teorema classico ricordato al n. 1.
(Y3) Esistono | nh I, \yn\, 0 < 6 < 1, come in (YJ e una successione
Î sh I iaïi cTiö sia

(3.5) Re {atlfe^rh) > 0, î Re (an/e~ i r/0 |1/(ÏA — 1

,o Ov 1 ̂ e ((«„_„ •+- a„ 4 u)e"* r /*)^ — 2 exp^s^nj . Re (a„ e~*rft
(3.6) <\

i
(u — 1, 2, ... ,

•e sul tratto ridotto

(Ih*) (1 — th)nh < m < (1 -H T;,)% , TA = V £

si verifica per m =r nh =

(3.7) Re ((attfc-B -+- a„A+M)e *T/0 ̂  0.

Osservazione. Posto Re(a„ e~*r&) ==^exp (OĈ WA), per la seconda delle

(3.5) risulta <xh — 0. D^altronde

Re ((a„ M -H anA+M)e Yft) ̂  — | anhr.u -+- a„ft+w | ^ — exp (*iRwA)

e per t\h si assuma il minimo possibile in güisa che questa valga
per t t — 1 , 2, . . . , ÔWA, cioè si ponga

Max | anf t„u -+- a„fe+M | • = exp (tihnh) ;
u
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denotiamo con Ak il massimo di \ am \lim, ((1 — Ô)»A ̂ m < (1 -

m 4=%) e al lor a lim .4* <J 1 ed è (il doppio segno corrisponde ad
i i f c ^ l ed >1*<1)

Essendo 1 il raggio di convergenza delFelemento analitico ri-
sulta liui7]fc<,0. Ne segue che a soddisfare la (3.6) basta assumera
eh per il quale si ha

2 exp (&hnh -+- *hnh) > exp (vj,^)

e per taie ŝ  risulta

e pertanto si puö scegliere j zh \ in guisa da avere limeA^O. Questa
relazione di limite ci mostra in particolare che rhjnh —*• 0 e che il
tratto (Ih*) ha effettivamente l'ordine di grandezza ridotto.

Da questa condizione sufficiente (Y3) si ricava corne corollario
il seguente teorema nel quale si suppongono complessivamente
limitati i rapporti dei coefficienti am del tratto Ih al coefficiente
anfi centrale del tratto stesso : anzi, più in generale, la limitazione
si assumera unilaterale e riguarderà le componenti lungo Torien-
tazione yk(h = 1, 2,...)

TEORBMA. - L'élemento analitico Saaz
n abbia raggio di

genza 1. Il punto 1 è critico se èsistono due successioni : nh ! e j
e un numero reale 0 <z 9 < 1, tali che

(3.5) Ee(a„,e *T/<) > O, i Ee (al)he
 nh) \ 'nu -+ J

Ee ((a„ u -+- an +n)e «) ̂ > — — Ee (an e /*

( 1 ^ = 1 , 2 , . . . , [6.n*]).

e swZ tratto ridotto

(In*) (1 — TA)WA ^ m ^ (1 -h Th)nh, t/i — y log wA

si verifica

(3.9) MA'
( ( u = l , 2,...,

Le ipotesi di questo teorema sono verificate se Telemento anali-
tico Zauz

n ha i coefficienti complessivamente limitati cioè | an \ <j

^ K ed è Ee (an e~lrh) ;> a(> 0 fisso) e inoltre sussistono Ie (3.9).
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Questo teorema si ottiene come evidente conseguenza di quello
précédente osservando che nel nostro caso zh = log (l/(26))/n^ e ehe-

4. Diniostrazioiii* a) La condizione (Vx) implica la (Vt) che è più
generale : per ciö che riguarda la (3.3) vedi alla fine del comma b)..

b) Yeniamo a dimostrare la sufficenza di (V2). Consideriamo-
la classica somma di E. FABRY nella forma che si trova in E. L A N -
DATJ (5)

(4.1) S,(6)= S c R e ( a M r t )

n\n\ nlnl
C"! m = m\(2n — m)l = (n — te) ! (« H- U) ! ' m = n±™

JA = (1 — Ô ) w A < w < ( l + 6)» t.

che si puö scrivere

(4.2) SA(9) - Ee (a^e tT*) + J ^ cM ,̂ „A+t( . Ee ((a„;_u + a K / i + w ) e">

e valutiamo il coefficiente c„, „±w . Applichiamo la formula di
STIBLIKG

log (nl) = n log w — w H- £ log w H- log V^TT -+- <j„,

a„ cv3 1/(12 w) per % -H. -hoo

e poniamo provvisoriamente u = xn pensando 0 < T ̂ 0 <C 1/2 ; si
ricava immediatamente

1 -*- T

log c„, M=bM = — n log (1 — T2) — u log j — —

do Y e

Lo sviluppo mediante la serie logaritmica ci dà

u* u4 1
log cn> M=bw == — — — g^3 — ... - - g l o

(5) Yed. E. LANDAU, loc. cit. in (*), p. 77.
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•e, per n abbastanza grande otteniamo la maggiorazione

-{4.3) c,u n±u < exp (— u*ln)l^l — u%ln* < exp (— u2/n)l \ / i — eT.

Consideriamo la somma 2 al secondo membro di (4.2) sçritta
per SA(Ô'), cioè ottenuta sostituendo a Ô un numero ô' taie che
0 < 6 ' < 6 V1 — 6* ; nel tratto più ristretto (1 — 6 ' ) n A < m < ( l -H- 6')»A

è ancora verificata la (3.4) col coefficiente 0 e la maggiorazione
(4.3) del coefficiente c,., n=tM unita alla (3.4) ci dice che questa somma
è maggiore di

che semplificata risulta

e(a e ^ ) > _ -JL= Be
h 6 1 Ô2

Dalla (4.2) otteniamo

dove il coefficiente al secondo membro è positivo fisso (indipen-
dente da h). Elevando a potenza \\n% tenendo presente Tipotesi (3.1)

In base a un lemma classico (6) il punto 1. risulta singolare e
la sufficienza di (V%)*è dimo&trata.

Per ciö che riguarda la (3.3) osserviamo che essa porta corne
conseguenza

S*(6) ^ Ke (a»ke~irh) — S "̂ ̂  Ô Ee K;e"*rA)

e vale ancora la (4.4) e ne segue l'asserto :
c) La sufficienza di (V3) segue subito dall' Osservazione fatta

alla fine del n. 2. Infatti consideriamo il tratto Re (ame ^h),
(1 — Ô ) W A ^ W ^ ( 1 -+- Ô)M-fc, di numeri reali ; la prima délie (3.5) e
le (3.6) sono rispettivamente la (2.9) e le (2.10) ove si ponga n = nh

e e = &h e pertanto la (2.7) si traduce in w > T*WA dove rh è asse-
gnato dalla (IA*).

(6) Ved. E. LANDAU, loc. cit. in (5).
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II tratto centrale 1̂ * risulta sopraemisimmetrico e quindi tutto
Jh risulta ^-sopraemisimmetrico e siamo ricondotti alla (V,).

5. La condizione per la linea | z \ = 1 critica. Condizioni suf-
ficienti per la non prolungabilità delFelemento analitico si otten-
.gono come corollari dai teoremi del n. 3 dando a loro una forma
indipendente da arg an .

TEOBEMA. - L'elemento analitico 2anzn abbia raggio di conver-
genza 1. La circonferenza | z | = 1 è linea critica se

(Hj) esistono
(i) una successione | nt | crescente di indici interi n1, ng,...
(ii) un numero reale 0 < 6 < 1

iali che \ aQh | '
n^ _ 1 per h -* + o o e i coeffidenti am di ogni tratto

per m ^ n h , soddisflno alla condizione

1 t

Quando si assume y h = arg an% questa ultima disuguaglianza
porta come conseguenza ia validità della condizione unilaterale
(3.4).

Alla condizione (H^ si possono sostituire le due seguenti (Hs)
e (H3) più particolari :

(H2) esisiono { n h i, 0 < 6 < 1, \e^\ tali che

aM;±M = 0, (u = 1, % ..., [TAtt/k]), Th = V£A -+• log (2Qnh)lnh.

Poichè TA ̂ - 0, Tultima condizione riguarda un tratto ridotto.
(H3) esistono | n£ |, 0 < 6 < 1, a > 0, K > 0 tali che

\aH\<K, ^ = 1,2,3,.. .), U n J > a ; (fc= 1, 2, 3, ...)

an-±u = 0, (w = 1, % ..., [ T ^ J ) , Tfe =i V log nhjnu,

Una condizione del tipo (Hz), ma lievemente meno restrittiva
«di questa, si trova in F. LÖSCH (7) : noi l'abbiamo ottenuta come
conseguenza della (F3) che, per la generalità, si awantaggia della
emisimmetria e la generalità di questo tipo non sembra consegui-
bile col procedimento di questo autore.

^7) F. LÖSCH, loc. cit. in (3^


