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Particolari terne
di curve sghembe in geometria proiettiva differenziale.

Nota di Lrana Danmasso (a Torino)
Sunto. - In relagione con il parametro invariante recentemente conside-
rato dal BARNER per una coppia di curve sghembe riferite tra loro, si

considerano terne di curve riferite tra loro, talé che a due a due defi-
niscano lo stesso parametro invariante.

1. BARNER, nel suo lavoro, Zur projektiven Differentialgeomelrie
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der Kurvenpaare, [1] () — adottata per una coppia di linee sghembe
C, C riferite tra loro la seguente rappresentazione analitica:

(1) R =aS. 8'=AR +bS, S'=AR + bS, 12':68—,

dove R(f) e R(t) sono i punti descriventi le curve C e C ed S(f) e
S(#) le intersezioni, rispettivamente, delle tangenti alle curve C e C
nei punti B e R coi piani osculatori alle curve C e C nei punti

R ed E — introduce il «parametro invariante »

ﬁ:]Vﬁw.

Scopo del presente lavoro & quello di studiare la possibilitdh di
esistenza di una terna di curve riferite tra loro, tali che a due a due
definiscano il medesimo-parametro invariante: chiamerd <ferna as-
sociata» una terna che gode della suddetta proprieta. Pii precisa-
mente chiamerd tale terna, di «prima specie> o di « seconda specie »
secondo che tre punti corrispondenti delle linee della terna sono
costantemente allineati oppure no. Presentemente considero le
terne associate di «prima specie», riservandomi di ritornare in un
lavoro successivo su quelle di « seconda specie»: per tale ragione
nel n. 3, al principio, imposto la questione senza fare distinzione
tra le due specie, allo scopo di avere formule utilizzabili per
entrambe.

2. Per gli sviluppi successivi conviene rilevare che, se per
quella coppia di linee sghembe si adotta, anziché la rappresenta-
zione (1) di BARNER quella utilizzata da WiLczyNsk1 [4] per lo
studio di una rigata T definita da due linee direttrici — descritte
rispettivamente da due punti y(f), #(!) — riferite tra loro, e cio&:

Yy =1y +1lz+ly+ 1z
@) 7' =my + me + my + mz

detto parametro invariante si pud definire mediante la

3) %szEEm.

Cid si conclude facilmente mettendo in relazione tra loro le
rappresentazioni (1) e (2). Infatti tra le espressioni dei coefficienti

(!) I numeri entro parentesi quadra si riferiscono alla bibliografia
riportata a pag. 73
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delle (1) in funzione di quelli delle (2) (?), che si trovano senza

difficoltd, rileviamo quelle di b. b e cioe
) f ('m— 2”3_11+B>d; - / ~('m —%—lﬁ—lﬁ)dt
b= le ”™ Wy b=me Tm T

dalle quali segue senz’altro la (3).

OSSERVAZIONE. — Quando, come in [3], si riduce il sistema (2)
alla forma:
o VY =Ly + 2+ Ly + Lz
#) | 2" =y — 1 + muy ™+ me
il parametro invariante usato da BARNER viene pertanto a coinci-
dere con quello corrispondente alla forma canonica (2').

3. Siano date dunque le due curve C, C nella rappresentazione
(2) e ricerchiamo una terza curva (° che con esse dia luogo ad
una terna associata.

(?) Cogliamo 1'occasione per osservare che il passaggio inverso porta
alle a _
l,=da, i, —=ab/a, Iy=ad, l,=0

m, = ab/a, m, =a'/a, my =0, my=ad,

e che mediante queste si possono tradurre nel simbolismo del sistema (1)
le condizioni affinché due direttrici di una rigata T formino una coppia
congiunta o rispettivamente bicongiunta, nell’accezione di cui in [3], con-
dizioni assegnate nello stesso [3] per la rappresentazione (2) o (2').
Precisamente si trova che:
a) Condizione necessaria e sufficiente affinché siano congiunté le
curve C e C rappresentate dalle (1) & che sussista_la relazione

aa =kbb; (dove k denota una costante arbitraria)

b) per una coppia bicongiunta. che sussista la

"i'[(ﬁ')' — a21+6.4]=0.
ai\a

In realtd tale condizione si scinde in due: 1’annullamento del primo
fattore significa che la rigata T appartiene ad un complesso lineare e
che le curve C e C descritte dai punti y e z sono due direttrici tra loro
coniugate armoniche rispetto alle «asintotiche di Lims.

Percid ovviamente 1’annullamento del secondo fattore significa che le
direttrici sono bicongiunte senza che si presenti necessariamente tale

particolarita.



PARTICOLARI TERNE DI CURVE SGHLMBL, LCC 69

Suppongo C° descritta dal punto u(#) con
(4) uw—ay + B2’ + yy + 82,

dove «, B, Y, O sono funzioni di { da determinare convenientemente.

Se si scrive un sistema aunalogo al sistema (2) per la coppia
C, C° ed un altro per la coppia C, C° la conservazione del para-
metro invariante nel passaggio dalla coppia C, C a queste due
nuove coppie, si esprime, a norma della (3), nell’uguaglianza tra
il prodotto I,m, e gli analoghi prodotti relativi a1 due sistemi
testé menzionati. Si trovano cosi, per la conservazione del para-

metro invariante, le seguenti condizioni cui devomno soddisfare
o, B, ¥, 0

1,8 — 1,8 34 — «D sB — BA
] ZZML‘:——QD—SB[A‘+B’ 8D — 8B+D‘{$D—8B]
® Mg — My

B — BC BA — alﬁ]

v
lym, = «C - Y4 [B‘+A'ocC—YA+ '2C — y4

\

dove A, B, C, D; A,, B,, C,, D, hanno i valori seguenti:

A=—uol, +pm, +o +~ A = Al, + Bm,+ A"+ C
B=ul, +Bm, + 8 + & B, = Al, + Bm, + B+ D
C=ual;+pmy + 7 ' C, = Al; + Bm, + C’
D=oal, + pm, + & \ D, =Al,+ Bm,+ D"

Limitandomi d’ora in poi alle terne associate di prima specie,
cosicché nella (4) si ha « =8 =0, ponendo per brevita v/3 =p, le
(5) si traducono in definitiva nelle due equazioni

(6) 20" —Tp? + (I, — my)p =10
20’ + (I, — my,)p +m, =10

nella funzione incognita o'¢f). Eliminandoune 7" si ha p—== z(%)g
2
Scrivendo poi che tale funzione soddisfa ad una delle (6) si

trova la

wlw

(7) (Igme,))” = i(lym,” — U'm, + [, l;m, — l,m,m,) = 0.

Dunque :

Condizione necessaria e sufficiente affinché la coppia C, C rappre-
sentata dal sistema (2) sia completabile in una terna associata di
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prima specie, (nel qual caso diremo che essa & una coppia associa-
bile di prima specie) & che sia soddisfatta Uuna o Ualtra delle
condizioni (7); in questo caso esiste uwa linea C° completante la
i i

terna, la quale & descritta dal punto w = ==im,*y + l,°z, dove il
segno della ¢ & da assumere in accordo con quello che figura
nella (7).

In particolare, se la coppia di curve (y) e (#) & rappresentata

dal sistema (2), dove 1, =m, =1, m, = —1,, la condizione (7) si
riduce alle

, )
(7)) l, ==+ 5

4. Osservo ora come, assegnate una rigata T ed una sua diret-
trice, esistono sulla rigata oo altre sue direttrici formanti con la
data una «coppia associabile di prima specie ».

Data infatti la rigata T individuata come sopra dalla coppia
(y), (#) legata dal sistema (2), se si cerca il punto v =yy + 3 in
modo che la coppia (y), (v) sia associabile, applicando la condi-
zione (7) alla coppia (y), (v), si ottiene la seguente condizione per
e —=y/d:

3
L[ — Lo? + (I, — my)o + m,] |* == ¢} 2,6" + (3], — 21, —
o 3lym, —61,%)s" + 21,36% + 3L, %m, — 1) + (1,1, - lym," + 1.2, —
®) — LIy — 2Llm, + 1,m, + Uym,t —202m e + lym,) + my(l,l, —
— I —1lm,) | =0.

La (8) & un’equazione differenziale del 2° ordine in s, ciod in
v/3, il che prova 1’ asserto.
Nel caso del sistema (2'), la (8) si riduce alla

3
® 126" — 02 4= 210 + 1 1% =4} 26" + 6(], — o)o’ + 2¢° — 6l,0* +
) + 2+ 212 —1)o+ 21, { =0.

5. Per indicare un esempio concreto di terna associata di prima
specie, supponiamo che i punti y(f), 2(f) descrivano una stessa
cubica sghemba della quale le rette yz saranno dunque corde.
Assumiamo percid

y, =1, Y =1, Y =1, Yy, =1
z, = %%, Z, = I, 2, =9, 7, =1

dove T deve esser determinato come una funzione 3(f) tale che la
coppia di curve (y) e (2) sia una coppia associabile di prima specie.



PARTICOLARI TERNLC DI CURVE SGHLMBE, LCC 71

I coefficienti I,, I,, m,, m, che compaiono nell’equazione di
condizione (7) hanno in questo caso le espressioni:
I = 4 5 — 2 - 2’2 Yt —3)— 47
1=y BT YE— ) "M=—Fr_5 M= St —9)
Percid la condizione (7), che traduce 1’associabilitd. si presenta
attualmente nella seguente forma:

3
9) St — )+ 25+ 25 — 3?7 =0.

La (9) & un’equazione differenziale del 2° ordine: ad essa deve
soddisfare la fanzione incognita 3(f) affinché la coppia di curve
(y) e (¢) sia una coppia associabile di prima specie.

Si verifica senz’ altro che & possibile soddisfare 1’ equazione (9)
con una funzione del tipo ¥ = al con a costante, bastando assu-

mere a coincidente con una radice dell’equazione
(10) 4a*+ Ta+4=0;

cosicche si trovano per I le due possibilita:

— 74+ 4V1b
(11) 32—7—8“—15t.

Percid vi sono due diverse proieftivith in sé della cubica
sghemba considerata, aventi i punti uniti nei punti {=0, { = oo,
tali che ciascuna di esse conduce ad una soluzione del problema.
Ora, siccome con una conveniente scelta della coordinata proiettiva
sulla cubica quei due punti possono diventare due punti arbitrari
della cubica stessa, & presumibile che la soluzione generale del-
I’ equazione (9) dia per S una (conveniente) funzione lineare fratta
di ¢.

D’ altro lato cid si conferma in quanto dalla (9) si ricava per
derivazione I'annullarsi dello schwarziano della funzione 3(%).

Se dunque proviamo a soddisfare alla (9) con

pt+q
rt + 8

{12) 5= , D, g, 7, 8 costanti e, per semplicita, A=ps—rqg=1,
col che si trova che devono esser verificate I’una o 1’altra delle
condizioni

p+H8s—==%= é
si ottiene la pil generale soluzione del problema.
Quanto alla terza curva C° completante la terna associata, nel
caso particolare della (11), dal n. 3 si ricava per il punto che la
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descrive 1’ espressione

3 3 3 3
(18) u, = (a® + a3, u,=(a® + a)t}, u,=(a’ + aj)t, u,=a’® -+ 1.

@

Da queste emerge il seguente risultato che, data la sua natura,
possiamo enunciare senz’altro con riferimento alla pii generale
soluzione del problema.

La pin generale corrispondenza tra due punti y e z variabili
su una cubica sghemba v tale che la cubica stessa in quanto descritia
una volta dal punto y e una volia dal punito z dia luogo ad una
coppia associabile di prima specie, & una corrispondenza proiettiva
il cut invariante assoluto a soddisfa alla (10) e del resto arbitraria.
La terna associata viene completata da un’altra cubica sghemba
distinta dalla precedente, che si pud retenere caratierizzata dal fatto
di avere in comune colla y ¢ due punti uniti della predetta proiet-
tivita, con le stesse retie tangenti e gli stessi prani osculalori e
con i valori

1
Il:—g, Ig:——

degli invarianti di B. Seere [2] (}) relativi a ciascuno dei pre-
detti due punti.

(®) A questo proposito bisogna osservare che, a differenza di quanto
avviene per una coppia di coniche bitangenti nel piano, per due cubiche
sghembe aventi in comune due punti ed in ciascuno di essi i relativi spazi
osculatori, gli invarianti proiettivi di B. SEGRE relativi al primo punto
non coincidono necessariamente con gli omologhi relativi al secondo, in
quanto per la coppia di cubiche

Xy Tyt oy, =8 8201

Ly T Lyt Ly s, =Co¥B 1 B2 1Y 0t
la condizione affinche si presenti la coincidenza &, come si trova facil-
mente, ¢,3 =c¢,c3,. B questa & soddisfatta per la coppia costituita dalla ¢
e dalla cubica (13).

Cogliamo 1'occasione per osservare che, pilt in generale, in uno spazio
proiettivo S,, le condizioni affinch® le coppie di C, razionali normali
©, = {r—1

®. — ¢, 97—t (!;._—_.0, 1,..., 'r)
[}

(¢, = 1) presentino una particolaritd analoga, sono le

e ey = ¢f~ e, er
dove, trascurando relazioni che sono conseguenza di quelle scritte, basta
fare 1==h <<r — 2, o rispettivamente 2 <<h <<r—2 secondocch® » » di-
spari o pari.
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