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Relazioni tra i Polinomi associati alle funzioni di lLaguerre
¢ di Hermite.

Nota d1 GiusEpPPE Panama (a Lecce)

Stnto.s - St stabiliscono delle relazione tra + Polinomi assocrater alle fun-
z10nt di LAGUERRE e d¢ HERMITE dv 18 e 2% specie, analoghe a quelle
che legano gl stesst Polinome die LAGUERRE e di HFRMITE

I polmmom1 G,(x). di grado n, definit1 dalle
(1) Hn(x)Gn(r) - H:z—’-l(x)Gn'—l(x) ="n ! 2 Go(x) - 1*

ove H, (x) & 1l polinomio d1 HERMITE d1 ordine %, s1 dicono polinoms
associatr ar polimow de Hermite () mentre abbiamo defto, polinomi
associatr alle funzione de Laguerre div 1" e 2° specie, 1 polinomi
PP(x), &1 grado » — 1, defimiti dalle (%)

LiP@) P (%) — L) y(@)P' (@) = + 1) D + 1) T(z + 5 + 1)
Pix)=0, PPax)=1.

Analogamente a quanto accade per i G, (x), 1 P,(f'(w) figurano
nella relazione (3)

e’!‘

T+ 1
1) = 1

3

[Li:"(w)zm -+ Px)

ove I'’(x) e la funzione d1 LAGUERRE d1 2 specie (%), e
z
e.T
Loy = | o5 dw
[

(!) Cfr P. ArreLL et J KaupeE DE Frrier, Hypergeométriques et
Hyperspheriques- Polynomes d’ Hermate, Paiis, (1926). pp 860-361, ove w1
« un cenno a tahi polinom

(2) Cfr G. Pavrama, Sul Wronskiano delle funziont dv Laguerie dv 12
e 2% Specie e su der polinome ad esse assocrate, < Boll dell’'Un Mat Ital »,
3, 8, (1953), pp 185-193, IDEM, Relazion: wnfegrali tra le funziont d’ Her-
mate e div Laguerre div 1% e 2¢ specee, e su der polinomi ad esse associaf,
« Rivista d1 Mat dell’Unmiv &1 Parma », 4, (19563), pp. 105-122.

(3) Cfr. 1l primo der lavor: cit. 1n (2).

(4) Per le notizie bibliografiche relative alle funsionm1 di LiacUERRE d1
2% specie, cft 1l primo dexr lavor: eit in (2).
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B interessante notare che, delle relazioni molto analoghe a
quelle che collegano i polinomi di LLAGUERRE e di HERMI1TE, sus-
sistono tra i polinomi associati alle funzioni di LAGUERRE e
di HerMITE di 1* e 2% specie.

Cioé noi dimostreremo le seguenti formule, analoghe a quelle
di Szrcd,

@) ! Gaprl@) = (— 2 —n L P, —H(a?)2) [

) ;

Ganl®) = (— 2P'—m | P,OIE2) + - H,,., (@)

ed inoltre la formula limite (°)

(_ 1)n—1

1
4) ! G,y(@) = lim th"“’l’n("_” +’°>(Z” -+ i)]
h=—s0 h h*

Si noti la quasi perfetta analogia tra la (2) e la (4) con le
corrispondenti dei polinomi di HErRMITE e di LAGUERRE. Invece &
minore ’analogia tra la (3) e quella dello stesso tipo dei polinomi
di HErMITE e di LAGUERRE per la comparsa nella (3) dell’ultimo

1
termine % H,, \(x).

1. Innanzi tutto ricordiamo che i G, (x) e i P¥(x) soddisfano
alle stesse formule ricorrenti rispettivamente degli H,(x) e L',f‘)(x),
avendosi

(5) G () — xGn—x(w) -+ ”Gn—z(x) =0, Go(x) =1, Gl(x) ==X
{6) (m + )PP (@) — @1 + « + 1 — 2)PI() + (2 + )P () =0,
CPP@)=0, P{Pa)=1.

Inoltre & facile dimostrare, a mezzo della prima delle (5) e
della analoga degli H,(x), rispettivamente le due seguenti formule

() Grta®) = (@* — 20 — B)G (%) — n(n + 1)G, (@),
®) H, (@) = (2* — 2n — 1)H, (@) — n{n — 1)H,_().

(°) L’analoga alla (4) del testo, per i polinomi di HERMITE e di LAGUERRE
¢ stata stabilita, quale generalizzazione di una nostra, da L. ToscANO:
Cfr. L. Toscano, Formule limiti sui polinomi di Laguerre, « Boll. dell’Un.

Mat. Ital.», 2, 1, (1939), pp. 337-839; G. ParnaMA, Sulla soluzione polinoe
miale della (a,x -+ ag)y”’ + (bx + by)y' — nb,y =0, «Idem », id., pp. 27-35.
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2, Per provare ora la (2), notiamo innanzi tutto che essa vale
per » =1, 2, 3; inoltre si verifica facilmente che se la (2) sussi-
ste per tutti i valori dell’indice = n, vale anche per Vindice n + 1.
Basta difatti porre mnella (6) «=—1/2, cambiarvi & in %2 e
moltiplicare poi} per (— 2)*~'n!x, per dedurre, tenendo presente
la (7), quanto si deve dimostrare.

In modo analogo se si fa nella (6) « = 1/2, vi si muta « in «%/2
e si moltiplica per (—2)"~'n!, si ha, con le (7) e (8), che la (3)
(che vale anch’essa per » — 1, 2, 3), amnmessa vera per n =1,..., %,
vale anche per 1’indice % + 1.

3. Anche la (4), che sussiste per i primi valori di », si dimo-
stra facilmente con il metodo d’induzione completa, servendosi
della prima delle (5) e della (6). Basta infatti cambiare nella (6)

1
« in Tt k,  in ;:+'%, moltiplicare per (— h)"-n! e passare,

come & lecito, al limite per ottenere che, se la (4) vale per tutti
i valori dell’indice <Zmn, vale anche per V'indice » + 1.

4. Infine osserviamo che analoga alla (1) & la seguente
9 H, ()G 4s(0) — H,, () G‘n—)(“‘) =nluwx,

che non & stata forse ancora notata.
Per ottenere la (9), basta porre, nella identita

(n + VH,(2)G,—,(x) = (n + ) H, (@) G._(®),

al posto di (n + 1G,_,(x) del primo membro e di (v + 1)H, (x) del
secondo, i valori che per queste espressioni si traggono dalla (5)
e dalla sua analoga per gli H,(x), quando vi si sia mutato » in
n + 1, n + 2 rispettivamente, e tener presente poi la (1) stessa.



