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Xtelazioni tra i Poli nom i assoeiatt alle fuo/ioni di Lriguerre
e di Hermit<\

Nota di QIUSEPPÏ; PALAMA (a Lecce)

St stabihscono delle relasiont tra t Pohnomt assoctatt alle fun-
stom di LAGUERRE e di HERMITE di la e 2* specie, analoghe a quelle
che legano gli stessi Poltnomt dt LAGUERRE e dt HFRMITE

I polmomi Gu(x). di grado w, defimti dalle

(1) Hn(x)Gn{v) - Hn+l(x)Gn^[x) = n «, GQ{x) - 1,

ove Hn(x) è il polmomio di HERMITE di oidme n, si dicono poltnomt
assoctatt at poltnomt dt Hermite (*) mentre abbiamo detto, polmomi
assoctatt alle funztom dt Laguerre dt ln e 2n specte, i polmomi
P{n\x), di grado n — 1, defmiti dalle (»)

L^WPQdx) — L*£\.iix)P{a){x) = (n H- 1) » r(a + l ) r ( ï + w + 1)

P^\x) = 0, P{a)(#) = 1.

Ànalogamente a quanto accade per i Gn[x), i P^\x) figurano
nel la relazione (3)

n V2TT L W XC£

ove Z^(ic) e la funzione di LAGUERRE di 2a specie (% e

(J) Cfr P . A P P E L L et J K A M P B DE F E R I E T , Hypergeométuques et

Hypersphertques-Polynomes d'Heimtte,, P a u s , (1926). pp 860-361, ove vi
^ un cenno a tali polmorai

(2) Cfr Gr. P A L A M A , Sul Wronsktano delle funziont dt Laguerre dt la

e 2a Specie e su det pohnomi ad esse associait, « Bol! del l 'Un Mat I ta l »,
3, 8, (1953), pp 185-193, I D E M , Relastoni tntegtah tia Ie fun&iont d'Het-

witte e d% Laguetre dt la e 2a spectet e su dei poltnomi ad esse associait,

«Riv i s t a di Mat dell 'TJniv di Parraa », 4, (1953), pp . 105-122.

(3) Cfr. il p i imo dei lavori cit. m (2).
(4) P e r Ie notizie bibliogiafiche re la t ive alle fun/ioni di L A G U E U R E di

-2a specie, cfi il pr imo dei lavori cit in (2).



RELAZIONI TRA I POLINOMI ASSOCIATI ALLE FUNZIONI, ECC. 65

È interessante notare che, delle relazioni molto analoghe a
quelle che collegano i polinomi di LAGTTERRE e di HERMIÏE, SUS-

sistono tra i polinomi associati alle funzioni di LAGTTERRE e
di HERMITE di la e 2a specie.

Cioè noi dimostreremo Ie segaenti formule, analoghe a quelle
di SZEGÖ,

1
xJ

ed inoltre lel formula limite

(4)

Si noti la quasi perfetta analogia tra la (2) e la (4) con Ie
<corrispondenti dei polinomi di HERMITE e di LAGTTERRE. Invece è
minore Fanalogia tra la (3) e quella dello stesso tipo dei polinomi
•di HERMITE e di LAGTJERRE per la comparsa nella (3) dell' ultimo

termine - Hin+l(x).

, Innanzi tutto ricordiamo che i GJx) e i P^\x) soddisfano
stesse formule ricorrenti rispettivamente degli Hn(x) e Ll£\x),

(5) GJx) - xGn-x{x) -h nGn_%{x) = 0, G0(x) = 1, G,(x) = x ;

<8) (n + 1)P^!(*) - (2n + oc + 1 - x)P{
n
a)(x) + (on- n)P^Ux) = 0,

Inoltre è facile dimostrare, a mezzo della prima delle (5) e
della analoga degli HJx), rispettivamente le due seguenti formule

(8)

ff«+»(») = (̂ 2 - 2» — B)ff„(*) - n(n +

H„+i(x) = (x' - 2n - l)Hn(x) - n(n -

(5) L'analoga alla (4) del testo, per i polinomi di HBRMITE e di
•è stata stabilita, quale generalizzazione di una nostra, da L. TOSCANO :
Ofr. L. TOSCANOJ Formule limiti sui polinomi di Laguerre, « Boll. dell'Un,
Mat. Ital. », 2, 1, (1989), pp. 337-339; G. PALAMÀ, Sulla soluzione polino»
miale della (a4sc -+- oto)2/" + (^i^ •+• ̂ oW — *&& = 0, « Idem », id., pp.
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2. Per provare ora la (2), notiamo innan-zi tutto che essa vale
per n = 1, 2, 3 ; inoltre si verifica facilxnente che se la (2) sussi-
ste per tutti i valori deirindice <;w, vale anche per l'indice n-f-1.
Basta difatti porre nella (6) ot =—1/2, cambiarvi x in xzj2 e
moltiplicare poi] per (— 2)n~1n ! x, per dedurre, tenendo presente
la (7), quanto si deve dimostrare.

In modo analogo se si fa nella (6) oc = 1/2, vi si muta x in cc2/2
e si moltiplica per (— 2)n-~in !, si ha, con Ie (7) e (8), che la (3)
(che vale anch'essa per n — 1, 2, 3), animessa vera per n = 1,..., n,
vale anche per l'indice n, -t- 1.

3. Anche la (4), che sussiste per i primi valori di n, si dimo-
stra facilmente con il metodo d' induzione compléta, servendosi
de.lla prima delle (5) e della (6). Basta infatti cambiare nella (6)

1 x 1
a in jTg -+• fc, x in T -+- 'j-^, moltiplicare per (— h)n • n ! e passare,
come è lecito, al limite per ottenere che, se la (4) vale per tutti
i valori dell' indice < w , vale anche per F indice n -* 1.

4. Infine osserviamo che analoga alla (1) è la seguente

(9) Hn(x)Gn„(x)- Hn„(x)Gn-,(oc) = nlx,

che non è stata forse ancora notata.
Per ottenere la (9), basta porre, nella identità

(n + l)Hn(x)Gn^(x) = (n + l)Hn(x)GnU^

al posto di (n -+- ±G„-X{x) del primo membro e di (n -+- l)Hn(x) del
secondo, i valori che per queste espressioni si traggono dalla (5)
e dalla sua analoga per gli H„(x), quando vi si sia mutato n in
» + l, n -f- 2 rispettivamente, e tener presente poi la (1) stessa.


