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Problemi relativi al moto di un punto su una sfera
riferita a coordinate ellittiche sferiche.

Nota di TiNo ZruLi (a Torino).

Sunto. - Riferita la sfera a coordwnate ellvtteche sferiche e rilevaia lo
corrispondente espresswone dell’ elemento lLineare, si studia su essa
moto de un punto soggetto a forza conservativa e si mette in evidenza
un caso particolare notevole.

Essendo 4 e B due punti fissi di una sfera, per determinare
la posizione di un punto generico P che si trova su una determi-
nata semisfera delimitata dal cerchio massimo per 4 e B basta
dare le lunghezze degli archi di cerchio massimo, r = AP, ' = BP
(coordinate bipolari o dipolari di P, sulla sfera, rispetto ai poli
A, B). Ponendo poi.

’ . [
r + 1 =2, r — 1’ =2,

si dice che w e v sono le coordinate ellittiche di P, rispetto ai poli
A, B, sulla semisfera: e se 2¢ & la lunghezza dell’arco AB risul-
tano . >c e |v|<<c Dati »+ e v sono noti » ed ' e quindi la
posizione di P avendosi

r=—@ v, r=u—v.
Se 6 e ¢ sono «colatitudine» e «longitudine» di P sulla sfera
(che, per semplicitha, supporremo di raggio 1), scelte in modo che

. ™
slano 04 — b6p— —

5 © 9,4=0, 95 =2¢, per una nota formula di
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trigonometria sferica si ha subito
cos (i +v)= cos ¢ sin 6, cos (& —v)= cos (2¢ — ¢) sin 0,
da cui seguono le relazioni

cos? (w — v) + cos? (u+v)—2 cos 2¢ cos (p + v) cos (x—)

sin® 6 = sin’ 2¢ :
cos (. —v) cos (2c— o)
cos (w+v) cos 9

E per il quadrato dell’elemento lineare della sfera
ds* = df* + sin® 6 dg?,
scrivendolo nella forma
sin? 6 cos® 0 ds®*= sin® 6 cos? § d0? + cos* 0 sint 0 do?,

e servendosi delle formule sopra scritte e di quelle che da esse
si ottengono per differemziazione, si giunge all’ espressione del ds?
della sfera nelle coordinate ellittiche p, v:

(1) ds? = (cos 2 — cos ZV)(' d + il )
cos 2u. — cos 2¢  cos 2¢ — cos 2v
(che, fra I’altro, mette in evidenza che le linee p.— cost e v=— cost.
sulla sfera formano un doppio sistema ortogonale).
Cid premesso consideriamo sulla sfera il moto di un punto di
massa unitaria soggetto ad una forza conservativa di potenziale U.
In virth della (1) si avrd in coordinate ellittiche sferiche

_lyrds 2 1 p‘.’ ve
T=; (tTt) = g(cos 24 — cos 2v) <cos 2u. — cos 2¢ ~ cos 2¢ — cos 2v)

e sussiste delle equazioni del moto 1’integrale delle forze vive
H=T—U=h (= costante),

e I’equazione di JacoBi per il moto del punto P sulla sfera:

oW oW
H(f*’ Y B W):h
risulta

1 N A%
3(cos 2y — cos %) [(cos 21 — cos 2¢) (—a;) -+

@ ,
+ (cos 2¢ — cos 2v) (?—‘—}V) ] — U=h.

v
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Se il potenziale U & della forma

flr) —gv)

" cos 2u. — cos 2v

3)

con f(v) funzione della sola ., e g(v) funzione della sola v, 1’equa-
zione (2) si integra per separazione di variabili.
Infatti in questo caso si pud scrivere

ALAN W\
) (cos 2u. — cos 2¢) (a—p) -+ (cos 2¢ — cos 2v) <E) —

— 2[flr) — g(v)] = 2hicos 2y — cos 2v)

la quale si pud soddisfare ponendo
W= W) + W)

con W, funzione della sola « e W, funzione della sola v.
Sostituendo si ha

2
(cos 2p. — cos 2c) (dd—lf') — 2f(») — 2h cos 2p. =

e

—(cos 2v — cos 2c) (d;'f’) — 2g(v) — 2h cos 2v

ove il primo membro & funzione della sola i ed il secondo membro
funzione della sola v. Affinché I’ eguaglianza sussista bisogna che
ambo 1 membri siano costanti: chiamando 2x questa costante
avremo

(dWl)’ _ 2[f(») + h cos 2u +a] (dW,)' __ 2[g(v) +h cos 2v+«]
de /| © cos 2w — cos 2¢ dv )] = cos 2v— cos 2

e prenderemo

W, = fi/z[f(“)-Fh cos 2y o] ,

cos 2 — cos 2 ’

W, = / 2[g)+hcos2v+a]d
cos 2. — cos 2¢

W=WwW +W,.
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La funzione W contiene, oltre h, la costante arbiftraria non
additiva « e pertanto & un’integrale completo dell’equazione di
Jacos1 (4).

Nel caso particolare in cui g(v) = flv), 1’ espressione precedente
porge

/'/Q{f(s)—o— h cos 28 +«f 5

W =
cos 28 — cos 2¢

v

Questo caso si presenta, per esempio, quando il punto P &
attratto dal punto 4 con una forza derivante dal potenziale

2 cos 7 - sin 7’ sin 2v — sin 2
lJ.
2 sin 7 . sin '~ " cos 2u — cos 2v’

U=kectgr==5L (k=costante):

si ha in questo caso

f) = — ksin2u, g(v)= — ksin2v, fis) = —ksin2s,

e Pintegrale completo dell’equazione di JacoBr diventa

s
W= {‘/2[x+hcos2s ksin?2s]
-y cos 28 — cos 2¢

In questa funzione W sono costanti arbitrarie o e ¢, oltre h;
e poiché nell’integrale completo basta che vi figuri, oltre h, una
sola costante non additiva, cosl possiamo disporre di o in modo
da semplificare W. Ponendo = — ksin2c— h cos 2¢ otterremo per W
I’ espressione

>
2¢ — sin 28 s
6) W= [ V sm ds —
2|h cos 50995 — oos %6 V2[h + kctg(c + s)|ds
v
in cui la funzione integranda risulta simmetrica rispetto a ¢ ed s.
Dopo cid 'equazione delle traiettorie e quella del tempo sono
aW
(6) —-=p (B=costante), t—1¢,= M
oh
oW
Per calcolare Sc osserveremo che u e v dipendono da ¢ poiche®

da ¢ dipende ', e pertanto dalla (5), utilizzando la notata simme-
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tria rispefto a ¢ ed s, avremo

oW oWay oWy

o
e -
56 = aw a0+ v ac+ | o5 VAR +Eotgle - s)ds =

v

17 o
.—_\/2[h+kctg(c+y.)]a—$—\2[h+kctg(c+v) .+

+ V2[h + k ctg (c + p)] — V2[h + k cig (c + )}

d av
Per avere - e - , essendo
ac oc
o dr 1o v 1
ac — ar’ ¢~ 2ac’ aoc = 2ac’

basterad osservare che, dal triangolo sferico APB, si ha
7) cos 7' = cos r cos 2¢ + sin 7 sin 2¢ cos 4,
e, derivando parzialmente rispetto a c, si ottiene

ar' 2

8¢ ~ sinr

s (cos 7 8in 2¢ — sin » cos 2¢ cos 4 ),

da cui, eliminando 4 con la (7), si ha

ar’ __cos7 — cos 7’ cos 2¢

ac sin 7’ sin 2¢
e, di conseguenza,
107 2sin (x + ¢)sin(c —v) 1laor 2 gin (¢ — ) sin (¢ +v)-
2% T sin(x — v)sin2 ’ 2% = " sin (= — v)sin 2¢

I’equazione delle traiettorie potra scriversi allora

() V2[h + k ctg (¢ + p)] sin (» + ¢) sin (v — ¢) +

+ V2[h + k ctg(c + v)] sin (# — ¢) sin (v 4 ¢) = §' sin (1 — v),

ove B’ =— — ((sin 2¢)/2 & ancora una costante arbitraria. Si ha di qui
che le traiettorie (coniche sferiche) passano tutfe per il polo B, ove
8 p—v=(=r)=0, u=v=r/2=c.

Per calcolare il tempo impiegato da {P per giungere in un
punto della sua traiettoria consideriamo la seconda delle equazioni
(6) : otteniamo cosi dalla (5)

¢ ds

®) b—ty= 2[h + k ctg (¢ + )]

la quale fornisce il tempo, espresso in coordinate elliftiche sferiche,
contato a partire dall’istante in cai il punto P passa per B, poiché
in questo punto & +' =0, u=v, e quindi ¢ =¢,.



