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S ui la postulazione di una earva semplice dello spazîo Sy.

Nota di PAOLO SALMON (a Eoma)

Santo. - È noto che la postulazione di una curva dello spazio S r rispetto
aile iper superficie di ordine m che debbono contenerla è data da una
formula del tipo mh -+- k; quando m sia sufflcientemente grande. Se la
curva è irriducibile-e priva di punti multipli si possono esprimere le
costanti h e k in funzione delVordine e del genere délia curva (*). Se la
curva, sempre supposta irriducibile e priva di singolarità, viene invece
imposta aile forme di ordine m di S r con una certa molteplicità i > 2, le
costanti h e k si esplicitano mediante l'ordine, il genere, la dimensione
dello spazio ambiente e Vintero i (2).

Mipropongo qui di ritrovare con procedimento algebrico di carattere
elementare, estendibile probabilmente a casi più complicati, la postula-
Bione di una curva semplice^ eventualmente spezzata, esplicitando la
costante h (ma non la costante *k) che ivi compare,

1. Sia data nello spazio S r una curva Cn semplice di ordine n;
e sia Cn la sua proiezione effettuata da un £ r_3 generico di Sr

su di un piano ir sghembo con 1' Sr—Z. Introduciamo nello spazio
Sr an sistema di riferimento omogeneo ponendo i rertici JL0, Ai3

A2 sul piano ir ed i vertici rimanenti sullo spazio S r_ 3 . Denotiamo
con y>, yl9 —,yr le coordinate di un punto di 8r, e per maggior
chiarezza chiamiamo cc0, xYJ x% anzichè yQi yl1 y% le coordinate
variabili di un punto del piano 7c.

Se allora l 'equazione délia curva Gn è f(x0, x15 x%)=0, le
equazioni di Cn si scrivono nel modo seguente :

y1=xi^{x09 x„ xt)

yt = x%ty(xù9 xl9 xt)

(1) y z = <p3(x0, x 1 9 xt)

x19 Xz) =

(1) CASTBLKUOVO, Sui multipli di una serie lineare di gruppi di punti,
Kendiconti del Circolo Matematico di Palermo 1893.

(2) B . SBGRB, The postulation o f a multiple curve, Proceedings of the
Cambridge Philosophie al Society 1942, Toi. 38, Parte 4 \
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ove ^ e cpt[i = 3, 4,..., r] sono forme nelle xQ, x}, x%, di gradi
rispettivi p — 1 e p, la prima delle quali è prima eon la ƒ.

Yogliamo determinare il numero 6m delle condizioni imposte
alle ipersuperficie di S, d'un certo ordine m dal passaggio per Cn.

Indichiamo il sistema lineare di tutte Ie ipersuperficie d' ordine
m di Sr nel seguente modo :

Ym + (2/3 Y8
m-i -+- V*TVi + - + ^ V - i ) + ... = 0

dove abbiamo ordinato il polinomio del primo membro secondo Ie
potenze decrescenti delle variabili i/3, y4, ..., y, ; onde Ym ed
Y^—i^ = 3, 4, ... , r) sono polinomi omogenei completi a coeffi-
cient! indeterminati di grado rispettivamente m ed m — 1 nelle
variabili yü9 ylf y2, ecc. Indichiamo poi con Xm, X%

m—1 i polinomi
che si ottengono rispettivamente dai polinomi Ym, Yl

m—l ponendo
xOi xx, xt in luogo di y0, y19 yt\ e con X'm p - n un nuovo polino-
mio omogeneo completo a coefficient indeterminati, di grado
mp — n, nelle x0, xx, xt.

Allora, tenuto conto delle (1), il nostro problema consiste nel
ricercare il numero 6m delle condizioni da imporre alle curve del
sistema

(2) 2, : ̂ Xm + r - l (? 3 X'm-i + ft*»»-, + ... + ? A - i ) + ... = 0

affinchè appartengano al sistema

(3) 2 . : /2 ' .H.= 0 -

2. Conviene ora fare alcune considerazioni inerenti a sistemi
lineari di ipersuperficie dello stesso ordine, e stabilire in propo-
eito una relazione che ci sarà utile nel seguito.

Siano 2/t, 2̂  e 2{ tre sistemi lineari di ipersuperficie dello
stesso ordine di uno spazio Sdf di dimensione ft, j e t rispettiva-
mente. 28l sia il sistema congiangente 2fc, 2̂  e 2^; 2S e 252 siano
i sistemi congiungenti rispettivamente 2^ e 2É con 2̂  .

Indichiamo con Ô e Ô il numero delle condizioni da imporre
rispettivamente alle forme dei sistemi 2S e 2, affinchè apparten-
gano al sistema 2É ; e con l indichiamo il numero di condizioni
da imporre alle forme del sistema 2ft affinchè appartengano al
sistema 2S2 .

Yalgono manifestamente Ie relazioni :

ô -H t = Si

Sl = S2 H- l
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«ommando Ie quali membro a membro si ottiene la

(4) 6 = 6-1-1.

3. Kitorniamo ora al nostro problema, ed osserviamo che il
sistema (2) puö riguardarsi come quello congiungente i sistemi

(5) \ : ^—HTi^m-i + ^X4
m-, -+- ... •+- 9rZ"m-i) ^ ... - 0

e

(6) 2, : r^.» = 0.

Indichiamo poi con *6m il numero di condizioni da imporre alle
forme del aistema (6) affinchè appartengono al sistema (3), e con
lm il numero delle condizioni da imporre alle forme del sistema (5)
affiHchè appartengano al sistema

(7) 2 S s : ^Xm + Z'mp_n = 0.

U identità (4) del numero précédente, fornisce allora :

Poichè ^ è primo con f, si ha manifestamente :

-+- 2\ lm — n H- 2

quando si convenga di riguardare come nulla 1' espressione

( o ) P e r m < n — 2' Per m ;> n — 2 risulta quindi :

- (n — l)(n — 2)
(9) Ôm = m w - v— ^ l -i- 1.

Osserviamo ora che lm uguaglia il massimo numero di curve
linearmente indipendenti del sistema (5) che individuano un si-
stema non avente curve comuni col sistema (7). Ricaveremo da
ciö che V espressione lm = 6m — ̂ m è una funzione non decrescente
di m.

Siano invero fx = 0, . . . , flm = 0 lm curve linearmente indipen-
denti del sistema (5) e tali che ne&suna combinazione lineare
dJ esse appartenga al sistema (7). Segue allora che oc-^ = 0,.. ,
cctyflm=z 0 (dove a = 0 è 1' equazione di una retta non passante per
Ie intersezioni di ^ == 0 ed f = 0) sono lm curve linearmente indi-
pendenti del sistema <\>m(<?3Xm

3 -+- ... ~K ®rXni
r) -f- ... = 0 ; proveremo

che nessuna combinazione lineare a coefficienti non tutti nulli di
esse appartiene al sistema tym+lXm+l -t- fX'(m+1)p_n = 0, onde se-
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guirà subito Fasserto. Se infatti fosse \y.tyft -+- ... -+- \m%^fim = 0
mod (J/™*-1, ƒ), seguirebbe u.{\fx -*- ... «- ̂ „/*,J = 0 inod (|m. ƒ) e da
questa llf] -+-... \mfim = 0 mod (•!/"•, ƒ) (3|, sicchè Ie Xt dovrebbero
essere tatte nulle in virtu dëU'ipotesi fat ta sulle ƒ,[* — 1, 2..., l,n],

Sia ora q il numero delle par4i irriducibili della curva C"%
aventi gli ordhii nl, ..., nq con w£ -H ... -+- nq ~ n. Il numero 6W

non puö nianifestamente superare il numero (mw, + 1) + ... -+-
•+- (mnq -+-1) — ww H- g, poichè una ipersuperficie di ordine m pas-
sante per mnt -+- 1 punti comunque scelti su di una curva irridu-
cibile d' ordine nt, necessariamente contiene questa pex intero.

Hicordando allora la (9) si ha, per m>n - 2:

( n - l ) ( n - 2 ) . (n —l)(n —2) .

i a funzione 6m — Ôm noW' j>wô dunque superare un certo limite
indipendente da m ; e poichè essa non è decrescente, a partire da
un intero mn suffidentemente alto diventa costante. Si ha cioè :

6m—6m = € (costante) per m>m0,

(3) Qui si applica il noto teorema: Sia a —0 T equazione di una retta
non passante per Ie intersezioni di due curve piane h{ — 0 ed h2 — 0, e
h — O denoti Tequazion« di una curva piana qualsiasi. Se, in queste ipo-
tesi vale la relazione: a& —0 mod (ht, h2), vale anche l'altra: h=Ö
mod (hi} h}).

Si scelga infatti un opportuno riferimento per cui la retta a — 0 coin-
cida con la retta fondamentale x0 = 0. Dalla relazione

{a) xoh •= Aht -H Bh2 segue, secando con la retta x0 — 0 :

-4(0, xl7 x2)h{{0^ x{) x2) -f- -B(Oj xt, x2)h2{0, xt, x2) — 0, da cui:"

A[0, x{, x2) = L{0, xt, x2)h2(0, xly x2) e

B[0, xlt oc2) = - £(0, x t , ar8)fc4(O, xt, x2),

in quanto fe4(0, ac4, T2) ed ^2(0, xt, x2) sono primi tra loro in forza delPi-
potesi che la retta a = 0 non contenga alcun punto comune alle curve
hi — 0, h-2 = 0. AlLora:

A{x0, xl9 x2) = L{0, xu x2)h2(x9, gcl9 x2) -f- x9A'(x9, xi9 x2) e

B{x0, xt, x2) = — L{0, xi9 Xijhiixt, xt, x2) H- x0B'(x0, xi9 x2)

sostitaendo Ie espressioni ora ottenute nella (a):

XQJI = XçA'hi -i XQB'IIZI cioè & —^4'fet *-B'h2 c. v. d.
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ed infine, per la (9) :

(10) K
{ n - ^ n -

Dalla (10) segue subito che la costaiite c non dipende dal si-
ste ma di riferimento prescelto. Infatti tanto 6Ml quanto 1' ordine n
di Cn sono caratteri indipendenti dal sistema di riferimento.

La (10) fornisce la richiesta postulazione della curva O .


