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Invarianti affini di elementi curvilinei.

Nota di Davipe Carro DeMaRIA (a Torino).

Santo. - Si ricercano gli invarianti affini di elementi curvilinei nei 3 se-
guenti casi: coppia di E; piani, coppia e terna di E, sghembi; e di
essi si da pure una caratterizzazione affine.

1. Invarianti affini di una coppia di E, piani.
A tali invarianti & gid stato dedicato un lavoro di SANTALO (%)

(!) L. A. SaNTALO, Affine Invariants of Certain Pairs of Curves and
Surfaces, in Duke Math. Journal, Vol. 14, 3 - 1947.
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che perd considera solo i due casi particolari: H, aventi in co-
mune il centro oppure la retta tangente.

Siano P, e P, i centri dei due E; appartenenti rispettivamente
alle curve C, e C,, e sia O il punto d’ incontro delle due rette
tangenti ¢{,, {, a quelle curve nei suddetti punti, possiamo riferire
i due E; al seguente sistema di coordinate cartesiane:

O = origine degli assi; OP, = asse «; OP,= asse y

In tal modo, chiamando con h, k rispettivamente le distanze
OP,, OP,; avremo per i due E, le seguenti espressioni:
1) C, y=ay(x— h)® + ax — h)* + [4]
C, z=0byy —k)* +by(y — k)’ + [4]
La pit generale affinitd che lascia invariati i due E, di centri
P e P, e:
h k
essa muta le (1) in equazioni di egual tipo, dove in luoge di a,,
a,, ecc. compaiono i coefficienti 4,, 4;, B,, B, dati da:
Kh? Kh? HEk? HE*
et =gt Bi=ggbs Bi=gayb

ne segue !’ esistenza dei quattro invarianti affini indipendenti:

EAz =

.oakt . bk a’k . b*h
’&l:T; ’1,2:—h—; ’&sza—za; 1‘=—bz—3
Osserviamo che ¢, e ¢, dipendono solamente da un E, e un E,
e che 4, e ¢, solo da un E, e un E,.
Supponendo inolire che i centri degli E, siano coincidenti
(P, =P, =0) si trovano i due invarianti affini indipendenti (*):

.3 3 3
I_,,,32__(1,33.1_1,,2_1)s
P4 T b TP T T aghy®
4%, 0%

2. Caratterizzazione affine degli invarianti.
Consideriamo la conica y passante per I'E, di C, e per

IE, 4iC,:
1 x Yy 2
ai ¥® —(wrl) =0

(3) Questo caso & gid stato esaminato dal Santarno, Lc. N. 1. Nell’ar-
ticolo ’A. da pure una caratterizzazione metrica e affine di I, e I,.
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Segando questa conica con la retta x =—h, oltre a P, otteniamo 1l
k?
punto H = (h, (Zﬁ); pertanto se K = (h, k), abbiamo che :

nt
a‘zk =1,

(P, H, K) =

Allo stesso modo si caratterizza 4, .

Notiamo pure che 1’invariante J=4,/4, & il ben noto inva-
riante proiettivo (?).

Per caratterizzare <¢; consideriamo la parabola osculatrice
all’ By di C,:

a a;>
y=az($~h)2+a—:(x—h)y+zaiiy'

3
tagliandola con x=—~h, si trova P, e L= (h,, %a,_,z); e il rapporto
3

semplice (P,, L, K) vale:

k1,
(Pyy Ly K) = om0 = %

3. Invarianti affini di una coppia di E, nello spazio.

Siano P, e P, i centri dei due E,, ¢, e {, le rette tangenti, «,
e 2, 1 piani osculatori (supposti non paralleli) rispettivamente nei
punti P, e P,; si pud adottare il seguente sistema di riferimento:

asse #z = intersezione di «, e «,;

O = punto medio del segmento 2§ che ¢, e ¢, intercettano
sull’asse z;

asse x parallelo a {,;

asse y parallelo a £,.

Inoltre se h, k sono le distanze di P, e P, dall’asse z; i due E,
si lasciano cosl rappresentare:

o % y= 18]

Y2 —j=a,&— h)+[3]

()] )
o 3]

¢ %z+j=b,(y—k>=+[3]

(3) Infatti, assumendo A, come coordinata proiettiva nel fascio:

x  y 2 (1 1 _agh® 4y
Awy:(;—i—}—’—o-—l). J-—-(W,a—gm, O,OO —W—-";-
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L/ affinith che lascia immutati gli E, di centri P, e P, &:

h k
3) =15 X; y=EY; z=f—]
Essa muta le (2) in nuove equazioni dello stesso tipo, dove in
luogo di a,, b,, compaiono i coefficienti 4,, B,:

Jh? Jk?
A2=H—,ja,’; BZ:Fij

da cui risulta 1’esistenza di due invarianti affini indipendenti:

~__‘£=E-~ bk

H = g 7’z—j

Per caratterizzare ¢, consideriamo nel piano y =o, la conica
passante per I’E, di C,, per O e avente in O 1’asse z come retta
tangente :

2

J oo a2
@x(z_ﬂ——(hz Jjx)

I due punti d’intersezione della w con !’asse z: Of(o, o, 0),

& (_aj—h’ 0 O) , e il punto H(h, o, 0) son tali che il rapporto
2

semplice (0, @,, H) vale:

hz
(0, Q.,H»=—“2j —

4. Invarianti affini di una terna di E, sghembi.

Tali invarianti sono gia stati comsiderati im un lavoro di
R. CHEREP (') che contiene perd alcune inesattezze, su cui ci ri-
serviamo di tornare pii avanti; per intanto ;procediamo diversa-
mente.

Siano P,, P,, P; i centri dei 3 E,, e {,, t,, {;, le rispettive
tangenti, introduciamo un sistema di coordinate cartesiane, assu-
mendo come piani xy, yz, zx rispettivamente i piani Pt,, P,i,,
Pt ; dal che (dette h, k, j rispettivamente le distanze OP,, OP,,
OP;) si ha per le tre curve C,, C,, C;, cui appartengono gli E,

(¢) R. CuEREP, Invariantes afines de ciertas ternas de curvas em el
espacio, « Gazeta de Matematica », N. 50, Dezembro de 1951, Lisboa.
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la seguente rappresentazione analitica :
o = ay(x — h)* + [3]
' 3 2 = b(x—h) + bylx — h)* + [3]

e = dfy — B+ [3]
x:@ c,(y — k) + cyly — k)* + [3]

4)

%= ey(z — 3)* + [3]
Yy =hie —J) + file —j)* + [3]
La trasformazione affine che lascia invariati gli E, & la (3); di

qui ragionando come nei casi precedenti si pervieme agli inva-
rianti affini:

Cy

. h . k . J
zlsz?; U =073 'Lazfly

. __asbh . diek . ehhd
WSSk BTy =
4 a2h2’ i =d,_{c2. i _f}i.z

7:k78 ]’7’9—h

Si noti che ¢,, 4,, ¢; dipendono solo dagli E,, 4,, 4,, % solo dagli
E, e da un piano osculatore.

5. Caratterizzazione affine degli invarianti.
1°) 4y, 4y, 45.
Consideriamo il punto @, d’intersezione tra 1’asse 2z e la tan-
gente £,: @,(0, 0, — hb,); il rapporto tra i segmenti 0Q,, OP; vale

0 hb
pertanto : 01?’1 = — T’ = — %, ; in tal modo si ha pure una caratte-
3

rizzazione metrica.
o s s s
29 4, 5, 4.
Il piano osculatore «, alla curva C, in P, ha I’equazione:

x—h y =z
1 0 5, |=0.
0 a, b,

Il punto d’intersezione R, tra il piano osculatore e l'asse 7y &:
ab

R, (o, —Z—'h, 0); pertanto il rapporto tra i segmenti OR, e OP, &
2

OR, abh .
OP,— b,k U
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3°) 4, 4, 4.
Consideriamo sul piano z = 0 la curva C,’, proiezione parallela
rispetto all’asse z di C,, essa ha 1’equazione:

C,/ y=a,x— h)*+[3].

Operando come nel n. 2, (ora, perd, la conica deve passare per
VE, di C/, per P, ed avere in P, come refta tangente 1’asse x),
si ha immediatamente una caratterizzazione affine di <,.

6. Nel gia citato lavoro di CHEREP la determinazione degli
invarianti viene fatta, adottando un altro sistema di riferimento
e precisamente, assumendo come origine 1 interseziome dei tre
piani osculatori «,, «,, «;; e come assi x, ¥y, 2 rispettivamente le
rette OP,, OP,, OP,.

Osserviamo, incidentalmente, che detto sistema, in quanto vin-
colato ai piani osculatori, non & atto a rivelare !’ esistenza, da noi
gih provata, di invarianti affini dipendenti dai soli E,.

Per i 3 E, CHEREP di una rappresentazione del tipo (4) con
1 aggiunta nella prima equazione di ciascuna coppia, rispettiva;
mente dei termini del 1° ordine: a,’x — h); d,(y —k); e,z —j)-
senza perd tener conto che i piani osculatori devono passare per
P origine, il che conduce alle seguenti condizioni:

5) ab, =ab,; cdy=c,d,; ef,=ef,.
Pertanto dei seguenti nove invarianti affini da lei trovati:

Ii=ac,; ILi=be; L=4df

b.c ae, ° d,a
I, = L2 =22, 17 =72
4 dz 3 5 fz b 6 b2
a7 _ad’fs __e’b,
b=t B=cn> L=,

per le (5) solo pilt sei sono indipendenti, p. es.:

Il: I27 Isa 157 I7a Is
in quanto si ha:

lsz . I I5 . 15213

— = ——_3 — e
L=rr =71, =115

A questi sei invarianti se me devono perd aggiungere altri
tre, da cui h, k, j non son piu eliminabili, che sono stati implici-
tamente trascurati da CHEREP.



