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Invarianti affini di elementi currilinei.

Nota di DAVIDE CARLO DEMABIA (a Torino).

Santo. - Si ricercano gli invarianti affini di elementi curvilinei nei 3 se-
guenti oasi: coppia di Ez piani, coppia e terna di E% sghembi; e di
essi si dà pure una earatterizzazione affine.

1. Invarianti affini di una coppia di E3 piani.
A tali invarianti è già stato dedicato un lavoro di SANTALÖ (X>

(£) L. A. SANTALÔJ Affine Invariants of Certain Pairs of Curves and
Surfaces, in Duke Math. Journal, Vol. 14, 3 • 1947.
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che perö considéra solo i due oasi particoiari : E3 aventi in co*
mune il centro oppure la retta tangente.

Siano P1 e P 2 i centri dei due E3 appartenenti rispettivamente
alle curve Cx e C2, e sia Ö il punto d' incontro délie due rette
tangenti tlf t% a quelle curve nei suddetti punti, possiamo riferire
i due E3 al seguente sistema di coordinate cartesiane :

0 = origine degli assi ; 0Px = as se x ; 0P2 ̂ = asse y

In tal modo, chiamando con h, k rispettivamente le dietanze
OP^ 0P2; avremo per i due E3 le seguenti espressioni :

(1) C, f, = a t ( * - fc ) t + o i(x-H)«-*-[4]

La più generale affinità che lascia invariati i due El di centri
P, e P2 è :

essa muta le (1) in equazioni di egual tipo, dove in luogo di
a,, ecc. compaiono i coefficienti A2, A3, Bti Bz dati da :

n H k \

ne segue l'esistenza dei quattro invarianti affini indipendenti :

Osserviaoio che ix e i% dipeudono solamente da un E1 e un E%

e che i3 e i4 solo da un El e un Ez.
Supponendo inoltre che i centri degli Ez siano coincidenti

[Pi = P2 = 0) si trovano i due invarianti affini indipendenti (2) :

2. Caratterizzazione affine degli invarianti.
Consideriamo la conica y passante per V Ez di Cx e per

VE1 drc,:
1 /a; «/ \ 2

 A

Tiyx — ( r - " - i — 1 1 = 0

%hZJ \h k }

(2) Questo caso è già stato esaminato dal SANTALO, 1. c. !N". 1. ]S"eir ar-
ticolo l'A. dà pure una caratterizzazione metrica e affine di It e I2 .
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Segando questa conica con la retta x~h, oltre a Px otteniamo il

punto H=lh, —-~\\ pertanto se Kss (h, k), abbiamo che:

/ T> TT" J7 \ Î 2
\J7 j f XZj i \ . ) = T *j

Allo stesso modo si caratterizza i%.
Notiamo pure che V invariante J=ijii è il ben noto inva-

riante proiettivo (3).
Per caratterizzare iz consideriamo la parabola osculatrice

all'^3 di C,:

y = a2(x — hf -¥- — (x — h)y -+- -T-^J y2

tagliandola con x = h, si trova Px e L ^ [h, — | - ) ; e il rapporto
\ az )

semplice (Px, if, K) vale :

3. Inrarianti af fini di una coppia di JE2 nello spazio.
Siano P1 e P2 i centri dei due J£2, ^ e 2̂ Ie rette tangenti, a1

e ot2 i piani osculatori (supposti non paralleli) rispettivamente nei
punti Pj e Pj ; si puö adottare il seguente sistema di riferimento :

asse z E= intersezione di ax e a3 ;

0 =£= punto medio del segmento 2/ che ^ e t% intercettano
sulF asse z ;

asse x parallelo a tx ;
asse y parallelo a t%.

Inoltre se fo, fc sono Ie distanze di Px e P s dall'asse z\ i due ^
si lasciano cosï rappresentare :

c
1

(2)
c

(3) Infatti, assumendo X, come coordinata proiettiva nel fascio:
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L'affinità che lascia immutati gli E1 di centri Pt e Pz è:

(3) x = ^X; y = ^Y; * = £ z

Essa muta le (2) in nuove equazioni dello stesso tipo, dove in
luogo di a8, &5j, compaiono i coeffictenti A%i B%:

. Jh* . _ Jk\

da cui risulta Tesistenza di due invarianti af fini indipendenti:

a%h* . b^k*

Per caratterizzare il consideriamo nel piano y = o, la conica w
passante per V Et di Cl, per 0 e avente in 0 Vasse z come retta
tangente :

I due punti d'intersezione della OJ con Tasse x: 0(o, o, o ) ,

Qi( — —ï-, o, o) , e il punto if(^, o, o) son tali che il rapporto

semplice (0, Qa, H) vale:

(0, Q1,flJ = - ^ = - , l .

4. Invarianti affini di una terna di E% sghembi.
Tali invarianti sono già stati considerati in un lavoro di

E. CHBREP (4) che contiene perö alcune inesattezze, su cui ei ri-
serviamo di tornare più avanti ; per intanto |procediamo diversa-
mente.

Siano P l s P s , P3 i centri dei 3 2?s, e tl9 tt, tB9 Ie rispettive
tangenti, introduciamo un sistema di coordinate cartesiane, assu-
mendo come piani xy, yz, zx rispettivamente i piani P^gj P 2 ^ Ï
Pitl ; dal che (dette h, k, j rispettivamente Ie distanze 0Px, 0P2,
ÖP3) si ha per Ie tre curve C1} C2, Cz, cui appartengono gli Et

(4) H. CHEREP, Invariantes aflnes de ciertas ternas de curvas en el
espaciöj « G-azeta de Matematica », IS". 50, Dezemtaro de 1951, Lisboa.
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la seguente rappresentazione an&Litica :

y = ^{x

z = d%{\

x = ci(y — k) -f- cs(^

- h)* +- [3]

- ft)2 -h [3]

- hf H- [3]

La trasformazione affine che lascia invariati gli Ex è la (3) ; di
qui ragionando come nei casi precedenti si perviene agli i
rianti affini :

h

;

h
h '

Si noti che i j , i%, i3 dipendono solo dagli i^, i4, io, % solo dagli
.Ej e da un piano osculatore.

5. Caratterizzazione affine degli invarianti.
1°) i19 it, i j .

Consideriamo il punto Qx d' intersezione tra 1' asse s e la tan-
gente tx : Qx(o, o, — hbx) ; il rapporto tra i segmenti 0Qx, 0Pz vale

OQ, hbl
pertanto : -7yE~= ~ =• ~ ^i\ in tal modo si ha pure una caratte-

rizzazione metrica.

2°) i4, V V
II piano osculatore ax alla curva Ci in Px ha l'equazione:

x — h y

0 6, = 0.1

0 a% b,

II punto d'intersezione El tra il piano osculatore e l'asse y è :

o, -T—h, oj; pertanto il rapporto tra i segmenti 0Rl e 0Pl è

0R} _atblh _ .
0Pt~ bjc ~%t
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3°) i7, *8, *9.
Consideriamo sul piano z — 0 la curva C/, proiezione parallela

rispetto alF asse « di C1, essa ha F equazione :

C/ # = a2(z;-fc)2 + [3].

Opérande corne nel n. 2, (ora, perö, la conica deve passare per
VEt di C/, per P 2 ed avere in P 2 come retta tangente Fasse x),
si ha immediatamente una caratterizzazione affine di i 7 .

6, Nel già citato lavoro di CHEREP la deterniinazione degli
invarianti viene fatta, adottando un altro sistema di riferimento
e precisamente, assumendo corne origine F intersezione dei tre
piani osculatori a,, a2, a3; e come assi x, y, z rispettivamente le
rette 0Ply 0Pz, 0P3.

Osserviamo, incidentalmente, che detto sistema, in quanto vin-
colato ai piani osculatori, non è atto a rivelare Fesistenza, da noi
già provata, di invarianti affini dipendenti dai soli Ex.

Per i 3 Et CHEREP dà una rappresentazione del tipo (4) con
F aggiunta nella prima equazione di ciascuna coppia, rispettiva;
mente dei termini del 1° ordine : ax'x — h) ; dx{y — k) ; et{z —j) -
senza perö tener conto che i piani osculatori devono passare per
F origine, il che conduce aile seguenti condizioni :

(5) afiz = atbx ; cxdt = ctdY ; e,f% = e2f,.

Pertanto dei seguenti nove invarianti affini da lei trovati :

J x = a.c, ; I% — bxex ; J 3 = d, fx

per le (5) solo più sei sono indipendenti, p. es. :

in quanto si ha :

A qnesti sei invarianti «e fte devono perö aggiungere altri
tre, da cui h, k, j non son più eliminabili, che sono stati implici-
tâmente trascurati da CHEREP.


