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Le funzioni del cilindro parabolico
corne cano limite délie funzioni ipergeometriche,

Nota di LETTERIO TOSCAJ^O (a Messina).

Sunto. - Si compléta una formula limite di FELDHEIM e se ne stabilisée
un1altra, per il passaggio dalle funzioni ipergeometriche tFi e 2 I \ a
quelle del cilindro parabolico, Successivamente, quali applicasioni, si
trovano altri risultati.

1. La funzione Dv(x) del cilindro parabolico si definisce — me-
diante la funzione ipergeometrica confluente di KJCTMMER — con
la relazione

r(V) v--t

r|-â) ^ - t _/i-v 3
2 * e ^x,F î O î
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Per v diverso da intero negativo essa ammette la rappresenta-
zione integrale

*2 (0+) p

(2) Du(*) = - I ^ ) e" ƒ V*

E prendendo Ie mosse dalla
(0+)

(3) ^ t - v ; c ; a) = _ g ^ & } ƒ ( _ tt)-v-i(i _ u ^ - W i i
1 B(c -+- v) > 0

per per^enire alla (2), E. FELDHEIM (*) ha stabilito la relazione
limite

con A; arbitrario e sempre per v =(= — 1, — 2, — 3,....

La restrizione per v si puö perö togliere. Basta sostituire Ie (2)
e (3) con Ie

(2') ^vM

(3') 1 ^ 1 ( - v ; c ; x) - r ( _ v ^ /
0 i?(c -4- v) > 0

e seguire lo stesso procedimento.
Qaindi la (4) è valida più in generale per v qualsiasi.

2. Stabiliamo ora una nuova relazione limite.
Consideriamo per la funzione ipergeometrica di GAITSS la rap-

presentazione
(0+)

(5) tzFx{a, b; c; x) - - S ^ | } /

con b diverso da intero positivo e B(c — b) > 0.
Facciamo

s-+-fc-4-l 1 —
c = ^ , a r s — -

(4) E. FELDHEIM, ^Zcttnt risultati sulle fun&ioni di Whittaker e del
cilindro parabolico, « Atti Ace. Sci. Torino », (76), 541-555, (1941).
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c o n v d i v e r s o d a i n t e r o n e g a t i v o , h e k q u a l s i a s i . S i h a

s + fc + 1 1 — x j \ U

r(v-

SH-fc-4-1
l — M )

( * - -

Ed ancora, con u = 2t/\^8, segue

S -+- fc H- 1 \ /S -+- fc H- l \ v

T{s H- v)

•k -H 1

- r(v

Intanto per
1 —

Vs
< 1 si ha

(1—a;/Vs)2

4
f s [ 8

— s- — s2

— a;/Va)»
§

(1—

Al limite per s -^ oo risulta

l i m lOff 1

Si ha pure

1 0 8
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•e quindi

Mm (± —
V

Inoltre

2t l — xNa\-* -"*-?
lim 1 2 1 p - n^—\ —e

lira E^±_!
s „ o o svT(s)

lim v 2

lim -— j—-^.= 1.

Allora, risalendo

per la (2) si perviene alla relazione limite

v 4 = - l , - 2 , - 3 , . . . .
Sostituendo alla (5) la

i

(5') %Fx(a9 b; c;x)== r{b)^
]_ tyf^i1 ~™Y~b~\i ~ ux)~°du,

con b diverso da intero negativo e R(c — b) > 0, alla (2) la (2'), e
operando come sopra, si trova che la (6) è valida anche per v
intero negativo.

Quindi essa è valida per v qualsiasi,

3. !Le formule (4) e (6) provano che la funzione del cilindro
parabolico è legata alle ipergeometriche anche per via limite.

Procedendo da queste si possono ottenere relazioni sulle fun-
zioni del eilindro parabolico. Cosï, in analogia a quanto si trova
in FELDHEIM a proposito della (4), dalla (2)

tFx{a9 b ; c ; x)%Fx{a, 6' ; c ; aï) =

(2) L. TOSCANO, Formule di trasformasione e sviluppi sulle funsioni
ipergeometriche a due variabili, « Annali di Matematica », S. IV, (XXXIII),
119-134, (1952).
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puö dedurre con la (6) che

% (x)Dv(x) = %
0 • •

Introdotta la funzione degli errori

erf (as) = 7= fe-m,

v osservato clie la sua complementare

erf c (x) = 1 — erf (x)

•è legata alla D.j(a;V2), si puö dedurre la formula limite

lim w(o>2 H- ̂ , ^ ( 1 ; w' + fc+l; w2 — t»x) = ]/£ e^ erfc [-?= ) .

Se v è intero positivo dalle (4) e (6) si riottengono note formule
€he dai polinomi di LAGUERRE O ultrasferici conducono a quelli
di HERMITE.

Il caso v intero negativo (— n — 1) conduce a nuove formule
degne di nota.

Introducendo i polinomi di HERMITE

2' ~
3 O!l

» ; 2' 2

•e le funzioni di HERMITE di seconda specie

hln(x) = ( - ^ - n l a

n g: g; ^ ) ,

dalla (1) è facile dedurre che

E ponendo nella (4)

v t = —• n — 1 , co2 — — a, a; ==
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e facendo qualche semplificazione, si trova

n-hl

lim a 2 ^(n -+-1 ; k -+- 1 — a ; x V* — a) =

Mentre dalla (6), per v — — w — l e x =s ix, si ottiene
7 j j •

l i m s J
 tFx \n-+-l; $ -+-h — n — 1 ;

\

n I

4. Le formule (8) e (9) si possono presentare sotto altra forma,
utile per le applicazioni, introducendo le funzioni di LA&TTERRE
di seconda specie

7*aWï — V(OLW—a T? ( a M - 1 a * r\

e quelle ultrasferiche di seconda specie

l)
l) ^

Per Ie prime si ha

Sostituendo # con a — a?Va e passando al limite per a - * oo
segue

l im oc
a —

= — lim a 2 ̂
a —- oo

E per la (8) si conclude

n-X

(10)
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Per le ultrasferiche cominciamo con l'applicare la prima for-
mula di trasformazione di EIULERO. Si ha

( ' l *( +- n -f-

\n H- 1, a + ^ +a + ^ + ^ ; 2 a + 2^ + l ; 1 -i- a;

Applichiamo poi la

(a, b ; 26 ; z) = (t _ « f ^ o , 26 - a ; 6 + \; ^ J ^ ^
e si deduce

{) T(*)TV* + n)

n -*- 1) l " " '

r
I Va;2 T I

• / j n + 1, 2a -H n ; a -+- M- -+- 1 ; ^ •

Intanto riprendiamo la (9) e facciamo in essa

s = 2% — x2, h = k = as* -+- 2n -+- 1.
Risulta

lim (2a —cc2)

Da questa, per confronto con Tultima espressione di Q^\x) e
con successive semplificazioni, si conclude

n—1 1

w—1

5. Le funzioni di seconda specie di LAGKITERRE e ultrasferiche
sono legate ai polinomi di LAGTJERBB e ultrasferici

; x)
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dalle formule di riduzione (3)

dove F£}_X(X) e R{„Li(x) sono polinomi di grado n — 1.

Essi soddisfano alle relaaioni ricorrenti

(n -t- l)^\x) — 2(oc -h «JaïBÊi^a!) -+- (2a -+- n — l)B{*l_4x) — 0,

dalle quali si deducono facilmente Ie rappresentazioni

x—2n~ a—1 ct+n 0 ... 0 0 0
n x—2n—K+l K+n—1 ... 0 0 0
0 n—1 x—2n -a+3. . . 0 0 0

0

0
0

2(<x-k-n)oo

n

0

0
0

0

(n

2(<x-hn — l)x

n-1

0

0
0

0
2aH-n—2

... x—a—7
3
0

0
0
0

a-r 3

x—a - 5
2 ;

0
0

0

0
a-t-2

0
0
0

0 0 0 ... 2(a-+-3)x 2OM-2 0
0 0 0 ... 3 2(a-f-2)a; 2a-»-l
0 0 0 ... 0 2 2(a-hl)a?

Per gli FJ?\x) moltiplicliiaiïio gli elementi sulla prima paral-
lela al disopra della diagonale principale per

— 1'"*' F a + 3 ^

e dividiamo gli elementi sulla prima parallela al disotto per Ie
sfcesse quantità ; sostituiamo x con a — x Va

5 dividiamo ogni riga

(3) P. HUMBERT, A réduction-formula for the functions of the second
kind connected with the polynomials of applied mathematics, « Croc. Soc.
Edinburg », (XXXVIII), 61-69, (1917-18).
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del déterminante per V<*, e procediamo al limite per a -~ oo.
tenendo presente che nel déterminante basta operare sui singoli
elementi (4).

Si ottiene

(w+1)! lim a"

X

0

0

0

0

X

Vn - 1

0
0

0

0

\fn — 1
X

0

0
0

... 0

... 0

... 0

. . . X

... V3

... 0

0

0
0

V3
X

V2

0

0
0

0

V2
X

II déterminante a secondo membro — corne si potrebbe far
vedere — rappresenta il noto polinomio associato a quello di
HERMITE, e che, seguendo il NIELSEN (5) denotiamo con Gn(x)*
Allora vale la formula limite

(12) lim «~ *F<f >(« - x V «) = — ^ p Gn(x).

Per gli B^\x) moltiplichiamo gli elementi sulla prima paral-
lela al disopra délia diagonale principale per

]/2^
n

n_v l/fcl'La.-, i\ 2 a - H l

e dividiamo gli elementi sulla prima parallela al disotto per le
x

stesse quantità ; sostituiamo x con —p, dividiamo gli elementi del
-: Va

déterminante per V<x, e procediamo al limite per a -^ oo. Si ottiene
n

(13) i i m « - ï aw ( ^ ) = ^ O.(B V5,.

(4) E. TOSCANO, Su alcuni polinomi che al limite si riducono a quelli
di Hermite e di P . Humbert, « Le Matematiche », (VII I ) . 59-72, (1953).

(5) N. WIELSENJ Recherches sur les polynômes d'Hermite, « Det. Kgl .
Danske Yidenskabernes Selskab- Mathematisk/fjsiske Meddelelser »,
1/6, 1918.
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Le (10), (11), (12), (18), con le note

lim o
a—*- oo

consentono di passare direttamente dalle riportate formule di
riduzione all'altra nota

hjx) = Hn{x)h0(x) -


