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Salle fluttuazioni bfologiche.
Nota di YERA TABABINI (a Ferrara)

Sunto. - Si considerano due specie biologiche di cui una vive a spese del-
V altra e, modtficando lievemente le ipotesi del YOLTERRA, si dimqstra
che il numero degli individui délie due specie tende a un valore costante
o a una funzione periodica rappresentata da un dclo limite.

1. Il YOLTERRA, in alcune ricerche, ormai classiche (T), lia
trattato il problema délie variazioni del numero di individui di
due specie, coesistenti in un medesimo ambiente, di cui l'una si

(l) Esposte nel volume dello stesso Autore: "Leçons sur la Theorie
Mathématique de la lutte pour la vie*, (Paris Gauthiers Yillars 1931)
Yedi anche IL D'ANCONÂ: La lotta per l'esistenza (Torino Einaudi 1942).
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nutre solo a spese delPaltra. Ammesso che il numero 2^ e N2 di
ndividui délie due specie, sia sufficientemente grande, in modo

da poter trattare Nx e Nt come funzioni continue e differenziabili

del tempo t, e detto -̂ =- -rr-, -^- - ^ r i coefficienti di accrescimento

délie due specie, conforme alle idee del YOLTERRA, si potrà
scrivere, se la seconda specie è quella che vive a spese della
altra :

(1) ~ ^ = £ l H- fx[Nx ,Nt) ^ ^ = - H + f%{Nx, iY2).

In queste equazioni fx(N19 N%), ft(Nl9 N2) sono funzioni di Nl

•e Nt nulle per Ni= 0, Nt = 0, mentre ex e e2 sono costanti positive,
perché la prima specie, in assenza della seconda (iV2— 0), tende a
crescere in ogni caso (quindi anche per Nx piccolo); mentre la
seconda specie in assenza della prima tende a diminuire, per
mancanza di nutrimento.

Sulle funzioni ft (iVj, Ns) e f% (Nx, N%) il YOLTJEHBA fa, almeno
nel caso da lui studiato con maggior profondità, le seguenti ipotesi
«emplificatrici. Ammette anzitutto ft(Nlt N%) proporzionale ad Nz

•con coefficiente —Yi negativo e indipendente da N19 cioè fi(Nl} N%)
^^ — Y^s, in quanto alFaumentare di Ni9 aumenta la possibilità
ohe gli individui della prima specie vengano divorati, quindi
diminuiscano di numero. In modo analogo, poichè al crescere degli
individui della prima specie, aumenta la possibilità di nutrimento
della seconda, il YOLTERRA ammette / g ^ , 2VS) proporzionale e
dello stesso segno di Nx, cioè ft(Nx, iV2) = Yt̂ i« In questa ipotesi
le (1) diventano:

(2) ^ = NM, - y, N2) ï§ = Nt(- h -H Y^J.

Da queste. equazioni si deduce Pesistenza di lina posizione di
-equilibrio (diversa da quella nelP origine doye iYx = 2VS — 0), cioè
una soluzione di (2) per cui Nt e Nx hanno valori costanti; uguali

xispettivamente a —, —. Il punto del piano Nl9 Nz, per cui Nx
Tl Ï2

e N% assumono i predetti yalori è, oyviamente, singolare per il
sistema (2) e si puö facilmente provare^ che esso è un centro. Più
in generale il YOLTERRA. ha dhuostrato che, in qualunque caso, il
punto di coordinate N19 N%) descrive una curva chiusa intorno
a, quel punto singolare e quella curva dipende dalle condizioni
iniziali.
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In questa Nota ammetteremo ancora fg(/Va, 2V8) proporzionale
ad N1, ma supporremo il coefficiente di accrescimento della prima
specie dipendente anche dal numero di individui della specie stessa.
Più precisamente e a differenza di analoghe ipotesi del VOLTERRA,
ammetteremo che il coefficiente di accrescimento contenga, oltre
al termine —Yî Vg, un altro termine positivo per piccoli valori
di iVj, negativo per grandi valori di N19 meglio uguale a: SXJV,—
— ̂ ï^i3) con §! e X1 positivi e molto piccoli. Avremo perciö in luogo
di (2) il sistema :

(3) ^=Nl(.1— ^

Ora Ie soluzioni del sistema (3) risultano, dal punto di vista
matematico, di tipo molto diverso da quelle del sistema (i).

Infatti esiste in questo caso, una posizione di equilibrio diversa
dall'origine, ma essa è un fuoco stabile o instabile. Quindi è da
attendersi (poichè, per ragioni intuitive, Nx e Nt devono sempre
essere positive e rimanere limitate) che, se il faoco è stabile il
sistema tenda alla posizione di equilibrio sicchè, a differenza del
oaso di YOLTERRA, siano smorzate Ie flutfcuazioni del numero di
individui délie due specie. Al contrario, se il fuoco è instabile, Ie
soluzioni di (3) tendano ad un ciclo limite, cioè il numero Nx

e iV2 di individui délie due specie tenda a diventare oscillatorio
non smorzatOj con una legge del tutto indipendente dalle condi-
zioni iniziali. Qaesta congettura, è stata confermata, adoperando
i metodi di approssimazione della meccanica non lineare (preci-
samente quello di KÜTLOFF e BOGOLITJBOFF (2)), metodi certamente
applicabili se Ie condizioni iniziali e il ciclo limite sono vicini
alla posizione di equilibrio.

È da notare che la nostra ipotesi, sulla fJ^Nj, iV2), potrebbe
avere anche significato biologico, in quanto essa équivale ad am-
mettere il coefficiente d7 accrescimento di una data specie, crescente
col numero degli individui, fino a quando questo numero non è
troppo elevato (per la maggior facilita, di procurarsi il nutrimento>
quando gli individai sono in maggior numero), per diminuire
quando diventa molto grande (perché il nutrimento ha raggiunto
un limite insuperabile, ed è perciö troppo poco per ogni individuo)^
ipotesi plausibile, ad esempio^ per la specie umana. Spettaperö al
biologo, confermare o meno la possibilità delPipotesi sopra esposta^
a noi interessano essenzialmente le proprietà matematiche delle
equazioni, che la traducono analiticamente.

(2) Per esempio K. MINORSKY. Meccanica non lineare, Bollettino del-
rUnione Matematica Italiana. Serie III, Vol. V. 1950, pag. 313-330,
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2. Kiprendiamo il sistema (3) e cerchiamo i valori kl e k% di
Nl ed Nt, corrispondenti a soluzioni di equilibrio. Escluso il caso
Nx = 0 Ns = 0, &,_ e fc2 dOTranno annullare i termini entro paren-
tesi a secondo membro di (3) sicchè si ha :

(4) Sj — Yjfcg H- Sjfcj — \Jcx* = 0 e2 — Y^! = 0

da cui
E2

T2 Ti

Per studiare la natura di questo punto di equilibrio, singolare
per il sistema (3), poniamo :

(5)

Tenendo presente che1:

4 - S ^ H- Sljfc1vl — Xjfc,8 — SX^j» V l — SX

= (1 + v1)fcl[(Slfc1 - Ükfc^ - T1V2 -

il sistema (B) diventa :

— Xjfc^ v ;
3] =

î2 - W VI

(6)

Ovyiamente il sistema ora scritto, ha un punto singolare per
v 1 =0, v2 = 0. Per studiare la sua natura basta considerare il si-
stema che si ottiene da (6) trascurando i termini non lineari, cioè :

(7)
dv»

U equazione fondamentale nell' incognita p corrispondente a
questo sistema (3) è :

(8)
S ^ — 3X,*,») — p -

= 0.

(3) Gr. SANSONE : Equazioni differensiali nel campo reale. Bologna, Za-
nichelli 1949, Cap. II, § 1, pag. 151 e segg.
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II discriminante A délia (7) vale ovviamente :

<3he sarà minore di zero, in quanto abbiamo supposto X2 e St molto
piccoli. Il punto singolare è perciÖ un fuoco, che sarà instabile o
stabile a seconda che il ce-efficiente di p délia equazione (8) è ne-
gativo o positivo, cioè a seconda che è hlhl — 31$^ positivo o ne-
gativo. Se fosse A >. 0, il punto singolare sarebbe un nodo instabile
o stabile sempre a seconda che BJfc1 — 3X^3 è positivo o negativo.

3. Per meglio stadiare il problema riprendiamo il sistema (6)
«ïhe scriveremo, per brévita, cosï :

_

•dove

Applichiamo ora il metodo di KBYLOFF e BOGOLITJBOFF, cioè
poniamo :

— a

v2 = a

cos

sen

'dove a e <P sono funzioni di .̂ Si ha allora, sostituendo (10) in (9)
e ponendo per brevità VsjSg t -4- * uguale a <p, dopo semplici pas-

-TT cos cp — a sen

s e n ? c o s <p

— aVej sen <p ~^r = —

H- (1 -H VeL a cos cos

da.{-
-TT Vsj, sen o H~
at Â '

d<t>
cos ^ - ^ - z n e cos cp sen cp.
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da d$>
Kisolvendo qnesto sistema rispetto a -=j e -=r si ha :

-jl= —=[6ie*V*>%a% s e n * ? c o s ? "*- V 2 p(
«* V V J _ ' _

— Yjfcg V5») — Yik%a*h V£ i s e n ? cos2 °P "*"

cos cp(i -h V s i ^ cos o)F(a VÊJ COS cp)],(13)

* V i T i 2 ? c o s ? ~"

<p(l -f- V£i^ cos y)F(a V£i cos cp)].

Ora si è supposto \ e 8j molto piccoli, inoltre il sistema si
scosti cosi poco dalla posizione di equilibrio da ritenere molto
piccoli i termini in a2, Allora i secondi termini di (13) possono

W e \ 3

— 1 —
Tt/

— SJ—j ed applicando il metodo di KRYLOFF e BOGOIJITJBOPÏ1, si
possono sostituire con i loro valori medi rispetto a cp, in un inter-
vallo (0, 2TT), trattando a corne costante. Tenendo conto che il
Talore medio di senn cp cos cp, sen cp cosw cp (n intero positivo o nullo)
« delle potenze dispari di cos cp è nullo, mentre:

i

si ha

(14)

Qaeste equazioni se integrate permettono di conoscere la yaria-
aione dell'ampiezza e la correzione non lineare della frequenza.

Per conoscere la Tariazione di a, integriamo la prima equazione
di (14). Si ha subito, separando Ie yariabili:

2da
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da cui, se C è una costante d'integrazione da calcolarsi con Ie con-
dizioni iniziali :

1
" 2 log aj =

= - (si^! - sx^!3)^ -H log a

Ossia passando dai logaritmi ai numeri :

(15) 1 -

Ora se Jil fuoco è instabile, 1' esponente tende allo zero per
t —~ oo, e si ha che :

S JU Q \ 1,3

cioè al tendere di t alFinfinito, l'ampiezza delle oscillazioni tende
ad un valore costante indipendente dalle condizioni iniziali. In
altre parole, le vx e v2 tendono a portarsi su un ciclo limite, cioè
su una curva ben determinata, e indipendente dalle condizioni
iniziali.

Invece se il fuoco è stabile cioè 8,^—%\kx
z < 0, poichè C è

positiva (in quanto il primo membro di (15) è la somma di due
quantità positive), si ha che il secondo membro di (15) tende per
i-^-oo a -f oo, sicchè a2 per t—*oo deve tendere allo zero, e il
sistema tende a portarsi nella posizione di equilibrio, corne si era
affermato.


