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l sistemi di superficie con la proprietà proïettiva
o conforme in prima approssimazione.

Nota di DAVIDE CAKLO DEMARIA (a Torino)

Sunlo. - Come nelVintroduzione.

Nella presente Nota determiniamo nei n. 1-3, nel campo ana-
litico, i sistemi oo4 di superficie ohe godono délia proprietà proiet-
tiva in prima approssimazione, raie a dire i sistemi tali che per
le oo2 superficie passanti per due punti infinitamente vicini A e B
le stelle descritte dai loro piani tangenti in questi punti risultino
riferite proiettiyamente in prima approssimazione.
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L'uso di questo termine è analogo a quello fatto dal prof, A.
TEBBACIKI e da altri nello studio di sistemi di curve (l).

Nei n. 4-5 risorviamo invece il problema analogo per la pro-
prietà conforme (*).

1. Il sistema di due equazioni differenziali alle derivate par-
ziali d-el secondo ordine nellïi funzione incognita z = s (x, y)

r=r (ac, y, z ; p, q, s)

t — t {x, y> s ; p, g. s)

•con le due condizioni :

2) il sistema sia completamente integrabile (3),
definisce nello §pazio ordinario un sistema oo4 di superficie.

Per due punti A(x0, y0, »0), B(X, Y, Z) infinitamente vicini
passano generalmente oo2 superficie integrali> ohe considereremo
individuate^ assegnando il piano tangente nel punto A, o, ciö

ohe e lo stesso, fissando o = — , o =: - - .
^ ^ \0XJA H \dyJA

Per la stessa superficie consideriamo pure i valori delle deri-

vate P = (—) , Q = ( —j calcolate nel punto B ; e assumiamo Ie
\0XjB \0XjB

•coppie di numeri p, q; P, Q corne coordinate proiettive nelle due
stelle di piani tangenti rispettivamente di centro A e B.

2. Sia Z = Z(x, y) una generica superficie aoddisfacente alle
condizioni precedenti :

42-1 ) Z — z0 -h- ph H-pfc -+- - (rh* •+- 2shk -+- tk*\ V [B]

/ d*Z \ (d'Z

Siccome consideriamo le superficie del sistema (1-1) vincolate a

(*) Gfr. A. TERRÀCiNr, Sobre les ecuaciones diferenctales de tipo (Gr) y
<le Upo (P)j « Rev . de Mat. j F i s . teór. de la Univers idad de Tucumàn »,
'vol. 6, 1948.

(2) Cfr. A. TBRRACINIJ SU una propriété differensiale conforme di eerti si-

stemi triplamente infiniti di curve, «Bend. Sem. Mat. Torino », vol. 8, 1947/9.

(3) Yedi GrOURSA/r, Leçons sur Vintégration des équations aux dérivées
partielles du second ordre, Paris 1898, t. I l , n. 121.
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passare per Â, B con valori prefissati di p, q. la s non è una va-
riabile indipendente, ma (fissati A, B) una funzione implicita di
p, q cioè :

Z=Z{p, g-; s{p, q)).

Derivando totalmente rispetto a p e q e calcolando tutte Ie de-
JdZrivatê nel punto B, si ha (indicando più brevemente —- con Zs,os

ecc.) :

{2-3) 8, = - ZP(Z., 8q = - Zq(Zt.

Per calcolare Ie derivate totali delle funzioni P, Q rispetto alle
variabili p} q nel punto B, basta ora operare, mutatis mutandis,
come in un mio précédente lavoro (4) e in tal modo facilmente
.s'ottiene :

= g O-Wr.-i-***.)-»-[3]

Z,Pt = — hkrs - fe1 -+- [3]

<2-4) Z.»P„ = | [fe4fcrss + h'ftU»1.. - r.t„) - WWtss] + [6]

\ \hWra + VfcUr,, - rsiss) - hk%,] + [6]

Z/P« = \v*Vr. + KW.ru - rstst) - k%s] + [8].

Xje derivate della funzione Q si possono ottenere, dalle (2-4) me-
ndiante lo scambio entro ciascuna delle coppie h, k;p} q; r, t; P, Q;
lasciando perö inalterate Ie lettere Z, s.

3. Yolendo determinare i sistemi (1-1) che godono della pro-
prietà proiettiya, basta sostituire Ie derivate di P, Q a norma delle
<(2-4) nel seguente sistema di equazioni alle derivate parziali (5),

(4) Sui sistemi di curve iperspaziali che godono della proprieià pioiet-
Uva in prima approssimazione, in coiso di stampa in Memorie dell'Acca-
•demia delle Scienze di Torino, (3), vol. I ; cfr. n. 3.

(5) Le (3—1) esprimono che la corrispondenza posta tra due stelle di
piani (ognuno dei quali sia individuato entro la rispettiva stella rispetti-
lamente da coordinate non omogenee p, q ; P, Q) dalle formule di trasfor-
mazione P = P(p, q), Q = Q(p, q) è tin'omografia. Cfr. (per stelle di rette)
il n, 2 di 1. c. (4). Le (3—1) traducono perciö la proprietà proiettiva in
«enso finito.
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dopo aver moltiplicato ciascuna equazione per il fattore non nul-
lo Zs* :

2PpPqPpq _ Pp*Pqq - Pq*Ppp = 0

•2QPQqQpq - Q/Qgq - Qq*QPP = 0

(3-1) 2ppQ*Qv* + %QpP*Qp* - 2PpQpQq « - 2PqQqQpp -

2PpQqPpq + 2QpPqPpg - 2PpQpPqq - 2PqQqPpp -

» PP«QM - Pff*Qw H- 2PpPqQpq rr 0

A sostituzione fatta si vedrebbe che nei primi membri i ter-
mini di grado minimo rispetto ad h, k sono di grado 9 ; pertanto,
affinchè valga la proprietà proiettiva in prima approssimazione^
devono essere nulli i coefficienti di tutti i termini di taie grado.

Ad esempio il coefficiente di fc9 délia prima equazione délie
(3-1) è (1/8) tsHss ; e di conseguenza per la simmetria già accennata
il coefficiente di h9 délia seconda equazione è (1/8) r*r„.
Annullando tali coefficienti, si hanno le :

(3-2) rM = 0, t,s = 0.

Osserviamo che se valgono le (3-2) sono nulli tutti i coefficienti
dei termini di grado 5 in h, h neile espressioni di : Z*PPP9 Z*Ppqy

Z*Pqq, Z*QPP, Zs*Qpq, Zs
sQqq; dal che dériva che sono pure tutti

nulli i coefficienti dei termini di grado 9 in h, k che compaiono
nei primi membri délie (3-1).

Possiamo pertanto concludere :

Gondizione necessaria e sufficiente, affinchè i sistemi (1-1) godano
délia proprietà proiettiva in prima approssimazione è che essi siano
del tipo :

( r T=I As + B
(3-3)

i t = Os -+- D

ove con A, B, C, D. si indicano délie generiche funzioni di x, y,
z; p, q, purchè soddisfacciano alla AO 4= 1 e& a^a condizione di
compléta integrabilità.

4. Passando ai sistemi (1-1) che godono délia proprietà con-
forme in prima approssimazione, basterà sostituire le (2-4) nel se-
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guente sistema d'equazioni differenziali (6) :

(1 -*- P 2 -+- QY(P2 •+• Q2) - (1 + P* + q%) I [P(PPP H~ QQP) +
+• QQ9)]* + (PPP + QQr)

% + (PP, -H QQqY \ = 0

(4-1)
-4- (PPP -f- g P ^ P P , H- QW -*- 8(PP, H- QQ,)] t - 0

Moltiplicando le tre equazioni per Z* e facendo le sostituzioni, i
primi membri diventano serie di potenze in h, k i cui termini
minimi sono di grado 4 in h, h.

Affinchè valga la propriété conforme in prima approssimazione
devono essere nulli tutti i coefficienti dei termini di grado 4 in
h, k nelle tre precedenti equazioni.

Annullando i coefficienti di k* e di hk3 nella terza equazione
si ottiene :
(4-2) r , = (1 -4-i>2)/pg, t = (l + q*)lpq

Ora (evitando con taie considerazione calcoli piuttosto laboriosi)
osserviamo che :

1°) per le (2-4) i termini délie (4-1) aventi grado 4 in h, k
dipendono soltanto (oltre che da p, q) da rs, ts.

2°) le oo4 sfere godono délia propriété conforme in senso fi-
nito e che esse soddisfanno al seguente sistema d'equazioni diffe-
renziali :
(4-3) r = (1 •+- p2)slpq, t = (l-+- qz)slpq.

Da ciö possiamo senz'altro concludere che le (4-2) sono anche suf-
ficienti, perche sussista la proprietà conforme in prima approssi-
mazione.

Perciö : Condi&ione necessaria e sufficiente, affinchè un sistema
(1-1) goda délia proprietà conforme in prima approssimazione, è
che esso sia del tipo :

(
( ' t = (1 -+- q2)sjpq -h D

ove con B, D si indicano due funzioni qualunque di x, y, z; p, q;
purchè soddisfacciano alla condizione di complota integrabilità;

(6) Queste equazioni sono Je condizioni differenziali per l'esistenza di
un movimento che porti la stella dei piani tangenti in A in quella di cen-
tro B. Cfr. la mia nota : I sistemi oo6 di curve spaziali godenti délia pro-
prietà conforme in prima approssimaBione, n. 3, in preparazione, (ove si
considerano stelle di rette, invece di stelle di piani).


