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Sulla derivata erresima di classiei polinomi
rispetto ai parametri.

Nota di GiuserPPE ParnaMA (a Lecce)
Sunto. - E contenuto nella breve introduzione che segue.

In due Lavori (') abbiamo dato un contributo allo studio delle
derivate del primo o di ordine superiore dei polinomi di LAGUERRE,
L(,f"(a;), rispetto ad «.

. L)
Due delle formule da noi stabilite relative alla g » somo

state poi ritrovate una da F. TricomI (*) e I'altra da L. Toscaxo (%)
Noi qui dimostriamo, con pirocedimento diverso da uno seguito
o L)
e
loghe, per i polinomi ultrasferici ed ipergeometrici. Talune di
queste formule si ottengono agevolmente a mezzo di un teorema
applicabile ad una estesa classe di funzioni.
oL ax)
oo

altrove (*), una formula per la e ne stabiliamo altre ana-

Si danno pure due formule ricorrenti per , una vrispetto

ad » e 1’ altra rispetto ad =.

. L)
1. Ridimostriamo la formula relativa alla et

Posto

xz
o2, 2) =(1 — g)—l2+leg 1—2 g <1,

(¥) Cfr. G. PArAviA, Sui polinomi de¢ Legendre di Laguerre e di Her-
mite, « Rend. Ist. Lombardo di Se. e let.», Vol. LXX, (1937), fase, II;
Ibem, Ancora sui polinomi di Laguerre, «Boll. dell'Un. Mat. Ital.», Vol.
XVII, (1938), pp. 90-93.

() F. G. Tricomi, Sulle derivate delle funziont ipergeometriche confluenti
rispetto ai parawmetri, < Rend. Acc. Naz. dei Lincei», Cl. Sc. Fis. Mat. o
Nat., 8, 12, (1952), pp. 227-233.

(®) L. Toscano, Sulle derivate dei polinomi di Laguerre e del tipo ul-
trasferico rispetto al parametro, « Boll. dell’Un. Mat. Ital.», 3, 8, (1953),
fasc. IL, pp. 193-195.

(4) Cfr. il primo dei Lavori c. in (}).
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si ha
a'q)(aw' 2)
(1) ks (— 1) 94(x,2) log® (1 — 2), |2 <<1;
ma
(: —_ 1 m+1,r! \
@ g -e=3 T e e <,

wm

ove h,,, sono i numeri di STIRLING di prima specie definiti dalle

(3) hm’ 1 - (— 1),”—](1% - 1) ! b hm) m = 1)
hm,r:hm—ln—l _—tm—l)hm—l,: ’ m>7r;
e
dalw, )= T2 L'(@). |z, <1;
1-0

pertanto dalla (1) si ha

5 (-1

mtrs v i
m=0 (M +17)! @ lzi<t,

ar
—,[ by erM(x)] =rie 3 2LP(x) 3
ox p= 1=0

che. moltiplicando alla CAUCHY le due serie del secondo membro,

come & lecito, ed uguaghando poi 1 coefficienti di 2" dei due
membri, da

a’L(ﬂ/)( ) — VLL-—T(_ 1 )n—r—zh“_" P L(a)
a,xf 1=0 {n — 7) !

4) (), r<mn.

Ora quest’ ultima, per la mota relazione

n!

(— 1)"_’h,,, ” 7! Suy s

si riduce appunto alla formula che si voleva stabilire (*).
Se nella (4) poniamo » .=- 1 si ottiene un noto risultato.

. L% ()
2. Per ricavare la formula ricorrente rispetto ad « di o
basta servirsi ad es. della (%)
AL (e n 1 L%«
(6) ( ):_ —23 __Q
0% —1t ox

() Cfr. L. c. in (4.
(°) Essa & sostanzialmente la formula da noi stabilita e nhovata da
L. ToscANO cui si fa cenno nell’introduzione.
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Difatti, la nota formula (7)
xL(n‘”l) — (2 + oc)L(,f"(x) + (o0 n)Lff‘—”]’(m) =0,

ricorrente rispetto ad «, la si derivi ¢ volte rispetto ad x, la si
divida per ¢ e si sommino poi le formule che si ottengono quando
si fa variare ¢ da 1 ad %, si ha cosl un risultato cui, se si fien
presente la (5), pud darsi Ia forma

oLy V() oLy (ax) oLy @) »

(6) o —(z—+) P +(oc+n)T _‘_251( 1) L*(a)=0

Ora, se nella formula (?)

N
=0\_‘ \ J

si assume m = 1 si ha

m—+ .
1)’( I= )L(f:j)( )= L% ™)(x), m intero positivo arbitrario,
7

% (~ 1L @) = LE ) — L),

7=1
cio®, per ura notissima relazione
% a47) (2
Z(— L3 @) = — L ()3
=

pertanto la (6) si riduce alla

LG ) oL (a) oLy V()
X + (x L

P — (¢ + «) ™ + 1) P — L<yf‘)_1(x) = 0.

In modo analogo, partendo dalla
(n + DL (@) — (@ + 20 + 1 — o)L\ @) + (o + 0) L () = 0,

si ricava la

AL () AL (2 oL
(n+1) —nﬂ'al— —(x+2n+1—x) goc( + (e + n) —% — LNy =o0.
Valori . S 2l . .
alori particolari di sono i seguenti
L () LY () 2L (a) 3
‘_—_0, :1, = — XA+ 3.
o o du 2

(M Sui polinomi di Laguerre, < Boll. dell’ Un. Mat. It.», XVII, (1938),
fasc. I, pp. 19-26.
() Cfr. 1, c. in (7).
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3. Per stabilire la formula per la derivata erresima del poli-
nomio ultrasferico PY(x) rispetto a v, si tenga presente che

(7) (1 — 202 + a?)— = 3 a"Pa).

n=0

Da questa difatti derivando r volte rispetto a v segue

("‘ 1) (1 — 202 + az)—“‘l()g (1 — 2ax + a?) —_— Z an P(v'(x)’

ciog, se &
20 —a® | < 1,

e se si utilizzano le (2) e (7)

$ o VPR
n=0 oS _
” i " % et (_qur,r! 9 .
== e "P‘m’(“’ﬁoﬁ Boss, (202 = a1,
ossia
5 7P _
n=0 v
—(— 1) 3 g PN 3 w(‘l+’” +149(Dg)2 +r —
=(—1) 2 a P, (a;)q_?::o 7-2_0 TRE ; Pgsr, a7 +(2x) 7,

Ora, se moltiplichiamo le serie del secondo membro di quest’ul-
tima alla CAucHY, come anche questa volta & possibile. ed ugua-
gliamo poi i coefficienti di a”, otteniamo

a"Pg’( ) [P/2]( 1) h’p——k: " oc _aap
v =(=1r p= 1 - OW(Za&)” Popl@)s

che, essendo & = 0, per m <<m, pud scriversi

ms n

" PYw) n B2 (— 1)
8 ~yrt Y =k g2k P ) \
8) o =(-1r 2 kz::(’k!(p gk)!@m) P )

cui si voleva pervenire.

Si noti che il limite superiore [p/2] della seconda X della (8)
va sostituito con p -- r quando & [p/2] > p — r, cosa questa che
non si verifica mai quando & r=1.

Se nella (8) si fa =1 e si tien presente la prima delle (3)
si ha

m— k
aP(V)(x) n [m(Z] (_ 1)"( k ) N (¢} Y
©) o =3 S @) P



SULLA DERIVATA ERRESIMA DI CLASSICE POLINOMI RISPETTO AI' PARAMETRI 405

Ma & (%)

fm—k
SRR )
(10) V. —q)=m - ¥ ———

a."l-—?k
’ 9
k=0 M

ove V,(p, g) & una delle due funzioni numeriche del 2° ordine di

Yo

Lucas che & soluzione della formula ricorrente (%)

Vo(0s @) =DV, @)+ =0,

~con i valori iniziali V,=2, V,=p; quindi se nella (10) mutiamo
x in.2x e facciamo g —= - 1, abbiamo

m—k
V.2 0" )

che portato mella (9) ci da

aPNx) 5 1

ov m=1 M

(11) V..2x, HPY ().

D’ altra parte si sa che ()
V.(2 cos 8. 1} =2 cos m8,

quindi la (11), ponendovi x = cos 8, pud scriversi infine

2P (cos 6) _

ov m

cos mO P}, (cos 6).

R B

1
1 m

4. Dimostriamo ora il seguente teorema

Se &
(12) O, o, Byeey 1) = fa, o By, nS e 5 Byenn, W,

ove @, £ e v sono delle funzioni che, per x, «, B...., variabili in op-

portuni intervalli, siano derivabili quante volte occorrawo rispetto
. " .. .
a ciascuna delle x, «, B,...; of" sta per —. (analoghi simboli sono

ax'll

(°) B. Lucas, Théorie des nombres, t. 1, Paris, (1891), p. 314.

(19 Cfr. L. c. in (9), pp. 308-331. Le due funzioni numeriche del secondo
ordine sono state poi studiate estesamente da G. CANDIDO, Scritti mate-
matici (2 cura di HNEA Borrorortr ed E. Nawxwner), Firenze, (1948),
Pp. 467-577.

(41) Cfr. 1. ¢. in (%), p. 319.
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usati in seguito); e se ¢ & una funszione di x, «, B,..., n, per cui si ha

{ floa=— U, « B..., n)f,

13

1) [ &0 =Y, o .., 0o,
allora &

(14) ' x, o, By, )= fZ( ),L(t) (n i)

Difatti dalla (12) si ha per la (13)
an
— (n) -
Yo' + 1 o0 (@),

da cui, applicando la formula di L;r1BN1z relativa alla derivata
ennesima di un prodotto, segue subito la (14).
Ora, se dalla (12) pud ricavarsi

.(a? "(x, oy Byeeny M),

allora nella (14) si pud eliminare tale ", Perche cid sia possi-

bile occorre che «, B,... siano contenute in ¢ in delle espressioni in
cui o manca la n, oppure, in caso contrario, che consentano, una
volta mutato # in % -—4, di variare «, B,.. in modo che quelle
espressioni non cambino; cosi se ad esempio esse sono dei tipi

1) ax+bm-+c,, ap+bn+c,,.., (@, b, c costanti),

dopo aver cambiato » in » — 4, basta mutarvi «, 8,... rispettiva-
mente in

b, . b,
(16) o+ =4, B+-24,..

a, a,

affinche le stesse (15) non varino.
In quest’ultima ipotesi dalla (12) si ha

o N, o, B,.., m) =f,7',,

ove con f, e ¢, si sono indicate le funzioni che si hanno rispet-
tivamente dalle f e ® quando in esse si mutuno «, B,... ed »n ri-
spettivamente nelle (16) ed in »—7, e pertanto dalla (14) segue allora

17) P, = fz}J;(?)f]-‘q)‘q)g) .

Infine notiamo che le (13), dividendole membro a membro ed
integrando danno

f: 0{:"

in cui 6 & una funzione dipendente soltanto da x, B,..., n.
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5. Applicazions.
Per le funzioni che qui si considerano le dette condizioni di
derivabilita sono verificate.
a) Il caso dei polinoms di Laguerre.
Si ha
ah

u8) L) = oy o (a7,
ed & quindi
¢ = L), f = % w—ter, g = gutre—,
e le (13) diventano
fo=—floga, ¢s=g9logz.
Pertanto &
y=loga, ¢ = (=1~ —1ta;

ma, poiché cambiando nella (18) % in # — 4, « in %+ 4, la ¢ non
varia si ha

=

1
e o =Le).

Portando tali valori di ¢‘", fi, ¢, mnella (17) si ha la nota
formula (*?)

§ (= 1)' ' (e
- L) = Ly e,
1:1
b) Il caso dei Polinomi wultrasferici.
Dalla

1—a

(19) o, 3 n):Bn(«)Pif”z’(w):((—:%; T —a) T

a—1

ove
(oc +1 n)
2 b
B, (v) )
si ha
1=z
(L —ay? ny 1

a?) 2 s

(42). B appunto questa-la formula di-cui si parla nella nota (¢).
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che soddisfano alle (13) con

1
Yla) = 5 log (1 — ).

Inoltre, se mella (19) si cambia » in n —4, « in «+ 24, la o
non muta percheé si ha

Pz v 24, w--4) = B,,_ (x + 213)PS:+. 2)(11:) =

—1
1—a

— (l _x?)_z__z A (1 a.z)”*—a;;l
T (=2 —4)! gt T ’
e quindi &
l—a
(1—a) 2 2

fi= 2 m—i)!" ¢, = B, —,(x + 25)1’&:2

ma, essendo inoltre

C;ixlog(i —x%) = [log(l—«x)+log l+a)=— 1 -2+ (1+2)7
e percid
ol 1
log 1—ax)= (L——%z) [(— 1)1 — a2 — (1 + ),
dalla (17) si ha la nota formula (*?)
> 1 3
S IBPI @] =2 o 4B, (o + 2Pl Hle,

in cui

st (55 - (5]

Il caso dei polinoms ipergeometrici.
Essi sono definiti dalla

3

P o) =5 (1 — et 2y T (1 — aprn(t - o]

Si ha ora
1)71
2"n !

7= (1 — s (L o,

Oz, o, 8, n)= PP (), f=" (1 — )=+l + x)~8,

(13) Cfr. 1. c. in (3).
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e le (13) sono soddisfatte con

b=1log (1 —x).
Si ha inoltre
(— 1)12-—-1 ) . . . N (1,-— )
fi= on—i(n — 1) !(1 —x) o1 4-a) B, CI)I_—.PZ::’ B—H(x)’ "f(;:) (1 x)

quindi dalla (17) segue

( )7.0'1

P“’B( )—3 (1 + )P B (). '

Analogamente si ha poi

5 PE e =3 e — 0P e
e pertanto
Pa y( ) — 2—1 n—i (;11:_-'.__‘ (@ + 1)i(a — l)JPa-| 5+1, B 1+,(x)
aaBB - 21 P +

d) Il caso dei polinomi di Jacobi.
11 teorema pud anche applicarsi ai polinomi detti da taluni
di JacoBi definiti dalla

7

(s WELB, v, @) = w=1(L — a)y—E+n + o aren=i(L — 2,
ove
F.Q v, ®)=F(—mn, 8 vy, x),
essendo F la funzione ipergeometrica di Gauss.



