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Una proprieta degli estremi relativi dei polinomi di Jacobi.

Nota di Luier GarrescHI (a Bari)

Sunto. - Se¢ prova che, detta ¢r,n U ascissa dell’r-esumo estremo relativo
dei polinomi di Jacosr P P(cosw). risulta. per wun fissato =,
lim (sen @r,n/2)*(coS or, n/2}BP(n°" B)(cos ¢r,n) = Ja(r, 2 +1) dove jr, x+1 6

7 —= 00
U r-esimo zero della funzione di BESSEL di prima specie J, i 1(x).

1. G. ViLvari (') e F. G. Tricomr (°) hanno studiato i limiti
per m — oo degli estremi relativi dell’n-esimo polinomio di
LEGENDRE P,(x).

Piu precisamente G. VILLARI ba provato direttamente che,
dette y1,n, Y2,n, ..., Yn—1,» le ascisse degli estremi relativi di P,(x) .
disposte in ordine decrescente, e posto

| Po(yr,n) | == tr, n,
si ha, fissato 7,
lim u, n=nh, > 0.
In particolare & h, > 0, 39983, h, > 0. 29408.
F. G. Tricomi, sfruttando parzialmente risultati contenuti in

un suo precedente lavoro, ha inoltre dimostrato che &, fissato 7,
lim P, (Yr,n) = Jo{Jr, 1),

dove jr,1 indica I’r-esimo zero positivo della funzione |di BEsSEL
di prima specie J (x).

(42) Le condizioni analitiche a cui si & condotti dall’enunciato prece-
dente o dal VI, mostrano che la corrispondenza 2 ed anche le oos di S,
possono talveolta non essere arbitrarie (in uno oppure anche in entrambi
gli spazi.S,, S,) ma sottoposte a condizioni che gli enunciati predetti
permettono in ogni c¢adso di serivere. Nel n. 5 le abbiamo interpretate geo-
metricamente per s—=2, n=3.

(1) G. VILLARI, Sugli estremi relativi dei polinomi di Legendre, <« Boll.
Un. Mat. Ital.-, (3), 7, (1952}, pp. 421423,

(3 F. G. Tricom1, Determinazione dei lwmiti per n — oo degli estremr
relativi dell’ n-esimo polinomio di Legendre, ibidem, (8), 8, (1953), pp. 107-109.
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Ultimamente M. T. Vacca (*) ha trattato un’analoga questione
per polinomi di Jacosr P,**(x) ed ha provato che, fissato r, risulta

i) tim n== P Ay, o) = (225 ) ol o )

n 2
dove y, & Vascissa dell’r-esimo estremo relativo di P!*PB(z) e
Jr,a+1 U'r-esimo zero di Jgia(x). )
In questa Nota, partendo da formule note, proveremo rapida-

mente che, indicando con w*F. r=1, 2,.., n —1, i valori della
funzione
I\ S\
(sen 9) (cos ‘)) P(,f" B)(cos %), o> —1,

negli estremi di P*B(g), (2 = cos ¥), si ha, fissato, r,

2) Vim P = Ty, 04 1)-

2. B noto il seguente teorema (%):

TEORRMA. — S6ano Xi,n > X3,n > ... gli zeri di PiPIX) m (—1, 1)
disposti in ordine decrescente (o e B reali ma non mecessariamente
maggtori di — 1).

Posto Xy n==0c08 Fp n, 0 < ¥ n <m, allora per un fissato r. si ha
(3) lim n‘iv,.,”—_:j,-,a

N — "
dove jr,, & I'r-esimo zero positivo di J,(x).

Se x> —1 e § reale arbitrario sussiste inolfre la seguente

formula asintotica di HiLB-Szees (%)

4) (sen i)a(cos ;)BPf{" Blcos 3) =

_ I'n +«+ 1)
T nl[n s (248 - 1)/2]

s ! L s
(sen:‘.t)z‘r“ 1 + (248 + 1)2)5 1 +50(m ).

Supposto dunque x> — 1 e 8 reale arbitrario si valutino le
ascisse y1,u > Y2, n > ... degli estremi relativi di P B)(at) in (— 1, 1).

(3) M. T. Vacca, Determinazione asintotica per n — oo degli estremi
relative dell’ n-esimo polinomio di Jacobi, « Boll. Un. Mat. Ital.», (3), §,
(1953), pp. 277-280

(4) G. SzrGo, Orthogonal Polynomials, « Amer. Math. Soc. Coll. Publ. »,
XXIII, New York, (1939), p. 188.

(%) loe. cit. (4), p. 191.
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gueste per la nota relazione
(;l_x' 'P}P,?ﬁ(x) j= ;—, (7 + o~ !5 4+ 1)Pﬁ"uir1‘*,?,,r1‘\,(x)’

sono gli zeri di Pﬁ,"fll’ﬁ'l)(x), e posto

Yr,n = COS Gp,n, 0<“?"‘;"<"7
abbiamo per la (3)

) lim (n + Oﬁ—(;ﬁ) Pr,n = Jr,o+1

D’ altra parte per la (4) &

Or, « Yr, B > —
(cen lf) (COS 2”> Py Poos gr,n) =

C(n 4+ o+ 1) ‘
T nln -+ (x+8+ 1)/2]1(

‘
Dr,n

.‘A . .
sen o, n)zJa}('n + (°° -+ -e’ -+ 1)/2)?1',4@“.—4—

tr,m

s
+ ¢t D %)

e tenuto conto della (b) e che

lim U(n+ o+ 1) ( Grn )%:1

ne—soe W0 + (x4 B+ 1)/2]* \sen gp, » ’

ne segue

R o 00

(6) lim (sen qﬂ; ”)a<cos g’éﬁfP,‘?’ B)(COS Pr,n) = Jolgr, a1 1),

e questo prova la (2).
Se osserviamo ora che &

‘P';'.n :
=1,

lim cos
meeco 2

e per la (5)

. W 3 1 . Y.
lim n*sen ") = . lim n%? , = (Jr, a+1)%
2 27 o 2

N —> 00 N — 00

si pa dalla (6)

) —a
lim n-2P® P(cos q,,m)_—_( lﬁéfil) Jaldr, a+1),

M —e \

che & il risultato stabilito da M. T. VaAcca.



