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Una proprîetà degli estremi relativi dei polinomi di Jacobi.

Nota di LUIGI (XATTBSCHI (a Bari)

Sunto. - Si prova che, detta yr,n Vascissa dell'r-esimo estremo relativo

çlei polinomi di JACOBI P{7
a' ̂ (cos ü-). risulta. per un fissato r7

lim {sen cpr, n/2)^(cos cpr, n/2)$P^' ®(cos yr, «) = Jatfr, a *-l) dove j r , a+i è
n •—- oo
Vr-esimo zero della fwn&ione di BESSEL di prima specie

1. Gr. YIJÜLAKI (') e F . Gr. TBICOMI (:) hanno studiato i limiti
per n —* oo degli estremi relativi dell' n-esimo polinotnio di
liEaENBBE Pn{x).

Più precisamente G-. YILLARI ha provato direttamente che^
dette 2/i, n, 2/a,n,»., t/w—i,n Ie ascisse degli estremi relativi di Pn(&) •
disposte in ordine decrescente, e posto

\PJyr,*)\ — )ïr,*,
si ha, fissato r,

lim jAr. n =r ft, ;> 0.

In particolare è h, > 0, 39983, ft, > 0, 29408.
F. Gr. TBICOMI, sfruttando parzialmente risultati contemiti in

un suo précédente lavoro, ha inoltre dimostrato che è; fissato r,

dove j r , i indica 1' r-esimo zero positivo della funzione [di BESSEL

di prima specie J\(x).

(12) Le condizioni analitiche a cui si è condotti dall'enunciato précé-
dente o dal "VI, mosttano che la corrisponden^a S ed anche Ie oo* di Sn—$

possono talvolta non essere arbitraire (in uno oppure anche in entrambi
gli spazi -Sn1 Sn) ma sottoposte a condizioni che gli enunöiati predetti
perraettono in ogni câso di sorïvere. jN"el n. 5 Ie abbiamo interpretate geo-
metriçamente per s = 2, w = 3 .

(4) <3r. "VTLLARI, Sugli estremi relativi dei polinomi di Legendrey « Boll.
Un, Mat. Ital. », (3), 7, (1952), pp. 42L-423,

(2) F . Gr, TRICOMI, Determinasione dei hmiti per n — oo dvgli estremi
relativi dell'n-esimo polinornio di Legendre, ibidem, (3), 5, (1953), pp. 107-109.
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TÎltimamente M. T. VACCA (3| ha trattato un' analoga questione
per polinomi di JACOBI P ^ (#) ed ha provato che, fissato r, risulta

(1) lim n-*P%> %r, «) - {fliglY* J £jr, a M),

dove yr,n è Fascissa dell ' r-esimo estremo relativo di P\*J®(x) e
ir, ex4-1 r t - e s i m o zero di Ja+i(vC).

In questa Nota, partendo da formule note, proveremo rapida-

mente che, indicando con f4?»fJ* r ~ ^ 2 ' — ' n —1> ^ valori délia

funzione

(sen(

negli estretni di P^3 '^1^), (ac = cos ^); si ha, fissato^ r,

•(2) ^

2. È noto il seguente teorema (4) :
TEORKJTA. - » w o xi, n > Xâ, a > ... gli zeri ai P^ ' p ) ^ ) m (— i» [)

disposti in ordine decrescente (a e p reaZi wia no^ necessariamente
maggiori di — l j .

Posto xr,n == cos Srr, nT 0 < Srr, n < 7t, àllora per un fissato r. si ha

(3) lim n^rin=jr,x

j r , a è Vr-esimo zero positivo di J?(x).
Se oc >• — 1 e Û reale arbitrario sussisfce inoltre la segnente

formula asintotica di HILB-SZEGÖ (5J

(4) ( ^ ( ! )

Supposto dunqne a >- — 1 e S reale arbitrario si valutino le

ascisse y^n > yi}n> ... degli estL'emi relativi di P^^\oc) in (— 1̂  1).

(3) M. T. VACCA, Determinazione asintotica per n — oo degh estremi
relativi dell'n-esimo polinomio di Jacobi, « Boll. Un. Mut. I ta l . », (3), 8,
(1953), pp. 277-280

(4) G. SzBGö, Orthogonal Polynomials% « A.mer. Math.. Soc. Coll. Publ . »,
X X I I I , New York, (1939), p. 186.

(5) loc. cit. (4), p. 191.



4 0 0 LUIGI GATTESCHI

qiieëte per la nota relazione

^ 1 P^(x) 1 = \ (n + a -, 6 -

sono gli zeri'di P ^ 1 ' p 4 ;)(a;)i e posto

yTt n z=z COS <fr,n

abbiamo per la (3)

(5) Hm f̂ -̂ aH"̂ H"

p ? altra parte per la (4) è

e tonuto conto della (5) e cke

2]*\sencpr;«/l im
n-^oc w![w f- (oc -f- p-f- l)/2]

ne segixe

(Bj wlim

e questo prova la (2).

Se osservjamo ora che e

Hm cos ï^=r l ,

e per la (5)

lim »*(«en*r 'nY=i lim «^« ^ (^

si lia dalla (6)
lim d J

che è il risultato stabilito da M. T. YACCA.


