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Sulle trasformazioni puntuali inviluppi di omografie.

Nota di Luier MURACCHINI (2 Bologna)

Sunto. - Si determinano le trasformazioni puntuali. fra due spazi proet-
tivi, che sono inviluppi di una famiglia di omografie.

1. Una trasformazione puntuale T, fra due spazi proiettivi S, .
S,,, si dird inviluppo di una famiglia ocos, ® (1<<s<n), di omo-
grafie fra quei due spazi quando esista in S, una famiglia oo di
varietdh V,_. (che riempono 1'S,) ed una analoga famiglia di va-
rieta V,_, in S, tali che 7T muti ciascuna V,—, in una V. e
subordini fra le due varietd una corrispondenza omografica la
quale sia pure subordinata ad una omografia della famiglia ¢ che
risulti inoltre tangente (analiticamente (*)) a T in tutte le coppie
di punti corrispondenti di V,_,. V,—,,

E. CecH ha trattato (3 il caso s =1, # qualunque ed anche il
caso s =2, » =3 per quanto non completamente. Recentemente,
in una riunione di Seminario tenuta a Bologna (%), il CrcH attird

(1) Per il significato di contatto analitico fra una trasformazione e una
omografia si veda E. CecH, Géometrie projective différentielle des corre-
spondances entre deux espaces 1, « Cas. pro Pest, Mat. Fys. », 74 (1950)
32.48.

(?) E. CrcH, Géométrie projective dufférentielle des correspondances entre
deux espaces V, « Journal Tcheque de Math. », 2 (77) 1952, 167-189

(3) Il 27 settembre u. s., ciod il giorno successivo a quello della chiusura
del Convegno internazionale di geometria differenziale, ha avuto luogo
nell’ Istituto di Geometria dell’ Universita di Bologna un Seminario su pro-
blemi integrali della teoria delle trasformazioni puntuali a cui presero
parte il prof. CrcH, il prof. ViLua e qualche altro.
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Vattenzione sul problema di determinare le trasformazioni T del
tipo suddetto in generale e in particolare di completare i suoi
risultati per il caso s =2, n =3. Oggetto del presente lavoro &
appunto quello di dare una costruzione di quelle trasformazioni T
per qualsiasi valore di s e di ». Dimostreremo alcune proposizioni
che permettono di ottenere la costruzione predetta. Per entrare
nei particolari della costruzione occorrerebbe perd umo studio ul-
teriore sulla struttura dei sistemi co® di spazi lineari S,_, di uno S,,.
Tratteremo dettagliatamente alcuni esempi particolari, pervenendo
fra l’altro al completamento dei risultati del CEcH per s =2 n = 3.

2, Incominciamo col dimostrare che:
1. Sia K(t) una famiglia oo’ di omografie fra due spazi Sn,
Sn e P(t) un punto dv Sy tale che © suoi corrispondenti in S, nel-

dK —
U omografia Kit) e at coincidono in un punto P(t); sia T la curva

di Sy luogo do P(t) e T la curva di Sy luogo di P. Facendo corri-
spondere ad ogni punto P(t) di T il punto P(t) di T si ottiene fra
quelle due curve una corrispondenza tale che lomografia K(t) rea-
lizza un contatto analitico del primo ordine fra le due curve nella
coppia P, P.

Si ha infatti, per ipotesi, adoperando un simbolismo facile ad
intendersi,

{1 K.P=

) dK . P =

ma dalla (1) si ha
AP=dE+P+K.dP=K-dP + oP

P
P

O

ossia

K-dP=dP — P

e cid dimostra ’asserfo.
In modo analogo ed altrettanto semplice si dimostra che:

IL. Nelle condizioni dell’enunciato I, se P(t) & mutato in wuno
dK drK
dt > dge
analitico d'ordine v fra U e T nella coppia P, P.

Struttando la proposizione I si dimostra subito la seguente :

stesso pumnto da K(t), allora XK(t) realizea uwn contatto

III. Sia K(u,, .., us) ung famiglia oos di omografie fra due
spazi Sy, Sn e sia P(u,, ..., us) un punto di Sa che sia trasformato

, = oK
i uno stesso punto P(u,, ..., us) dalle omografie K, a7('z'=1,...,s).
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Allora K realizea un contatto analitico del primo ordine fra le va-
rieta Vs, Vs (%) luoghi dei punti P, P, nella coppia P, P.
Non mi soffermo sulla dimostrazione assai semplice, né sulla
estensione della proposizione II.
Si ha poi che:
IV. Nelle condizioni dell’enunciato I, sia Sk(t) uno spazio a k
dimensioni luogo di punti trasformati ciascuno in uno stesso punto

dK ,
da K(t) e da T (®°). Fra le varietd Viyi, Vie1.luoghi degli spazi

Sk(t), Sk(t) =K - Sk(t) intercede una corrispondenza ¥ tale che I'omo-
grafia K(t) realizza un contatto analitico del primo ordine fra le
due varieta in tutte le coppie dié punti corrispondenti in X appar-
tenenti alla coppia di spazi Sg, Sk. (diremo in breve che K(t) &
tangente alla corrispondenza X fra Vi1, Vi, 1 lungo gli spazi Sk, Sk).

Per dimostrarlo osserviamo intanto che mella corrispondenza X
fra V,.,, V,,, ad S,(¢) corrisponde S,(f) e fra quei due spazi &
subordinata da X una omografia subordinata a K(f). Siano P(¢),
P(t) due punti omologhi in I di S,#), S,(f), sicche P = K(f)-P;
siano I, I' le curve luogo di P(t), P(t) le quali manifestamente sono
due curve di V,,,, V,,, omologhe in 3. Per la proposizione I,
K (t) realizza un contatto analitico del primo ordine fra I'. T nella
coppia P, P. D’altra parte K(f) manifestamente realizza il con-
tatto analitico del primo ordine fra S, §L nella coppia P, P.
Tanto basta (come si verifica con ealcoli semplicissimi) perche K{f)
realizzi il contatto analitico fra V,,,, V,,, nella coppia P. Pe
pertanto segue la proposizione enumnciata.

La proposizione precedente si estende subito come segue (%):

V. Nelle condizioni dell'enunciato IV, ma nel caso di una fa-
miglia oo% di omografie, siano Sg(u,, ..., us), Sk(u,, ... us) luoghi di
punti che si corrispondono in tutte le owmografie K(u,, ..., us),

{Y) Supponendo naturalmente che P, P descrivano effettivamente va.
rieta ad s dimensioni.

() Un luogo irriducibile di punti trasformati allo stesso modo dadue
omografie & eertamente uno spazio lineare perché luego di punti uniti
in un’altra omografia.

() Converra tener presente (cid che si verifica facilmente) quanto segue:
considerata una corrispondenza fra due varietd V,,, V,, e sia P, P una
coppia regolare di punti corrispondenti; se K & una omografia che rea.
lizza il contatto analitico nella coppia P, P fra una V; di V,, e la eorri-
spoudente V; di V,, e fra una V, di V,, e la corrispondente V¥, ai V,,
con k+k=m e V,, V; aventi solo P in comune (V,. V; solo P) allora K
realizza il contatto analitico fra V,, e V, nella coppia P, P.
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Z%(i:l, ey 8). Allora K(u,, ..., us) & tangente alla corrispondenza

fra le varietd Vi.s, Vi.s lungo glé spazi Sk(u, , ..., us), Sk(u, ,.. , us).

3. Ricordando la definizione di trasformazione T fra due spazi
8., S, inviluppo di una famiglia cos di omografie (data in prin-
cipio del n. 1), le proposizioni del n. 2 permettono di atfermare che:

VI. Si consideri una famiglia oo® di omografie fra due spazi

— K
Sn, Sa, K(u,,..., us); le omografie K(u,,..., us), ;—u i=1,.., s
1

mutino ogni punto P di uno Sy_gu,,..., us) d¢ Sy in uno stesso
punto P di uno Sp—s(u,,.. , us) di Sy. Allora, se gli oos S,
riempiono 1’S, e gli oo Su_s riempiono I'S., si ottiene fra quei
due spazi una trasformazione T che é inviluppo delle omografie
K(u,, ..., “S) ) )

Passiamo ora a dimostrare la seguente proposizione, che in-
verte la I:

VIL Siano T = P(t), T = P(t) due curve di S,, S, in corri-
spondenza arbitraria. Per ogni coppia P, P di punti omologhi esi-
stono oo [N =n?] omografie fra Sa, Sa, K(t; A, .., Ax) che realiz-
zamo un contatto analitico di T, T nella coppia P, P. Si fissi ad
arbitrio una omografia X per ogwi coppia P, P si otterrd cosi una
famiglia o' di omografie K[t; A(t),..., An(t)]. Allora il punio P ¢

mutato nel punto P sia dall’omografia K che dalla omografia

dt’
Infatti si ha, per ogni X, .., Ay, per ipotesi:
K-P=P
K.dP=dP + ¢o(\,, ..., \N)P
segue che
dK =

comunque si fissino le ), funzioni di ¢; cid dimostra 1’ asserto.

Le proposizioni III, IV, V si possono invertire altrettanto
facilmente. Mi limiterd ad enunciare la inversa della IV, che
verra utilizzata in seguito:

~ VIL Siano V,,, V,., due varieta luogo di oo' spazi S(t),
S,(t) e fra di esse una corrispondenza T in cui 8i corrispondanc

S,(t), Sklt) e fra questi due spazi subordini una omografia. Se esiste

(") Se invece di una famiglia di S, si avesse una famiglia di S; con
k> mn —s allora T sarebbe necessariamente una omografia, come si vede
senza difficolta.
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una famiglia oot di omografie tale che U omografia K(t) della fami-
glia subordina fra S,(t), S,t) la stessa omografia che S ed & tan-

gente a = l@‘oogo S,.(6), §L(t), allora anche I omografia % subordina

tra S,(t), St) la stessa omografia che X.
In seguito utilizzeremo anche la seguente semplice osservazione:
IX. Nelle condizioni dell’ enunciato VIII, se esiste una fami-
glia o' di omografie K(t) che operino come £ su S(t), S,(t) ed anche
(@ meno di gquantitc infinitesime &’ ordine superiore al primo) su -
Si(t + db), Syt + dt), allora K(t) & tangente a X lungo St), S,(t).
Dimostriamo ora che:
X. Sia T una trasformazione (mon omografica) fra due spazi
Sy, Sa la quale sia inviluppo di o8 (0 < s < n) émografie K(u,, ..., us),
cioé sia tale che esista in Sy una famiglia ocos di varietq drriduci-
bili Va_s che riempiono S, ed un’ altra analoga di Va_ s in Sy e T
muta ciascuna Vao_s in una Va_s mentre una omografia della fa-
miglia & tangente a T lungo ciascuna coppie di Va_g, Vs cor-
rispondenti. Allora le Va_s, Vo sono necessariamente spazi lineari
Sn_s, Sa—s e T si ottiene come dalla proposizione VI.
Infatti per la VII e la inversa della IIT si ha che ogni punto
di una V.., & mutato in uno stesso punto di V,_, dalle omografie K,

oK . . .
o ¢=1,.., s). Ma un punto di S, che venga mutato in uno

stesso punto di S, da due omografie fra S, , S, & un punto unito
di una certa omografia di S, in s&. Pertanto V,_, & luogo di punti
uniti in certe omografie di S, in s&; si conclude che V,_,, es-
sendo irriducibile, & uno spazio lineare S,_, {}). La proposizione
& cos1 dimostrata.

4. Sia T una trasformazione fra due spazi proiettivi S., S.,
inviluppo di oof (0 <s <{n) omografie. Per quanto s’& detto esistera
in S, (e cosl pure in S,) una famiglia oo® di S,_, che riempiono S,
e una omografia della famiglia sard tangente a T lungo ciascuna
coppia di S._.. S, —.. corrispondenti in 7. Vogliamo ora dimostrare
alcune proposizioni che permetteranno di assegnare una costru-
zione per le trasformazioni T.

XT. Si consideri wna famiglia oo' (qualsiasi) entro la oof
di Sy_g predetia in Sy e sia Sn_(t); sia poi §n- s(t) la famiglia dei
corrispondenti in T di S, e K(t) la relativa famiglia di omografie.
Se P(t) & un punto comune ad Sn_(t) ed all’ Sp_s wnfinitanente

(3) Se V,..; fosse contenuta in uno §; con k>mn — s allora T sarebbe
omografica (Cfr la (7).
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vicino del primo ordine entro la famiglia considerata, allora P(t)=
= K(t) - P(t) & comune ad Sp_g(t) ed all’ Sn_s infinitamente wvicino.

La proposizione discende subito dalla I, poiche se gli S,_(?)
sono tangenti al luogo di P(¢) gli S,_.(f) dovranno essere tangenti
al luogo di P(t).

Si ha poi che

XII. Fra la curva T luogo di P(t) dell’ enunciato XI e la curva T

luogo di P(t) la omografia K(t) realizza un contatio analitico del
secondo ordine nella coppra P, P.

Cid discende subito dalle seguenti velazioni

K-P=P, . dK-P=¢P
K.dP=dP — P, dK-dP=pdP + P

che esprimono le ipotesi, poiché se ne ricava che
K. d*P=d*P — 2¢dP +(...)P.

Le proposizioni XI e XII si estendono facilmente al caso in cui
all’ inforno del primo ordine si sostituisce 1’intorno d’ordine »
(qualsiasi); si ha cio® che:

XTIIX. Se I’ Sn_g(t), dell’ enunciato XI, & r-osculatore .(cioé ha
contutto d’ordine ) alla curva U descritta dal suo punto P(t) allora
U Su_s(t) & r-osculatore alla curva T descritta dal punto P(t) e K(t)
realizza un contatto analitico d’ordine r+ 1 fra T e T nella
coppia P, P.

T chiaro come la XIII si estenda al caso in cui un S,_{t) e
quelli infinifamente vicini fino all’ordine # abbiano in comune
uno spazio lineare S,(!) anziche un punto solo. In particolare rile-
viamo che: se gli §,_(#) di una famiglia oo! hanno un S, fisso
comune allora gli S,_(f) corrispondenti in T hanno un S, fisso
comune e tutte le omografie K(f) subordinano fra S,, S, la stessa
omografia.

Le proposizioni date permettono di costruire in ogni caso le
trasformazioni T inviluppi di oo omografie, tenuto conto della
struttura delle co® di S,_, di uno S,. Tratteremo perd alcuni casi
particolari prima di dare 1’enunciato conelusivo.

5. Per n—=3. s =2 (caso trattato, ma mon esaurito, dal Crom)
si avrd in uno §; una oco? (congruenza) di rette ed analogamente
in uno S,. Risulta subito da quanto &’2 detto nel n. 4 che le
sviluppabili delle due congruenze si corrispondono in T ed inoltre
che le loro focali si corrispondono e due di esse corrispondenti

26
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devono essere dello stesso tipo (cio® entrambe superficie o curve
o punti). Si hanno dunque da considerare i casi seguenti:

a) le congruenze hanno due superficie focali distinte;
b) hanno una sola superficie focale doppia;

c) una delle due focali'si riduce ad una curva;

d) le focali sono due curve distinte;

e) vi & una sola curva focale (direttrice) doppia;

f) le congruenze sono due stelle di rette.

I casi ¢), d), non sono stati trattati dal Crcr. Da quanto ab-
biamo dimostrato si ha intanto che detta x la congruenza di S,
e x quella di S, dovranno le due congruenze essere dello stesso
tipo proiettivo. Con ¢id intendiamo che sia possibile porre fra x
e x una corrispondenza £ (per ora arbitraria) tale che alle svi-
luppabili di x corrispondono le sviluppabili di » e che sviluppa-
bili corrispondenti siano dello stesso tipo cioé entrambe su-
perficie sviluppabili propriamente dette oppure coni. Cid pre-
messo, supponiamo dapprima che su ogni retta r di » (e quindi
anche r di %) vi siano due fuochi distinti; allora poniamo fra r
ed r una proiettivita in cui ai fuochi di r corrispondano i fuochi di r
(che si corrispondono anche in I). Se invece su ogni retta » di »
(e quindi anche r di ») i due fuochi coincidono in uno solo, po-
niamo fra r ed + una proiettivith in cui al fuoco dell’una cor-
risponda quello dell’altra (°). Allora perché le trasformazioni T
cosl ottenute siano effettivamente inviluppi di oo omografie sara
necessario e sufficiente nel primo caso che esista per ogni coppia
di rette r, » una omografia che subordini fra r ed r e altre
due coppie di rette corrispondenti in X infinitamente vicine ad
r, v le relative proiettivita poste. Analogamente nel secondo caso;
si terrd presente in quest’ultimo caso la struttura della congruen-
za (1°). Ora & facile vedere che nei casi a), b), c) le proiettivita
fra le rette delle congruenze che si debbono scegliere sono quelle
subordinate alle omografie che realizzano il contatto analitico del
primo ordine (in una coppia di fuochi corrispondenti) di due
superficie focali ed il contatto analitico del secondo ordine delle
curve inviluppate dalle rette della congruenza su quelle superficie.

(°) Naturalmente le proiettivitd poste dovranno variare con continuita
al variare delle r, .

(*°) Si veda, A. TerraciNi, Variedades focales directrices de absorcion
anormal en las variedades desarrollables, « Revista Mat. y. Fis. Teor. »,

Tucuman, 5 (1946), 335-361.
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Inoltre la corrispondenza subordinaia da = fra le due focali o, o
considerate dovra, nei casi a), c), essere tale che le equazioni di
LapPLACE dei due doppi sistemi coniugati di o, ¢ (che, per quanto
s’¢ detto, si corrispondono in Z2) abbiano eguali gli invarianti
relativi alle curve inviluppate su s, s dalle rette delle congruenze.
Nel caso b) la corrispondenza fra s, c dovra invece essere una semiap-
plicabilita proiettiva del Crcr. Nei casi d), f) le predette proiet-
tivitad fra le rette delle congruenze non sono sottoposte a messuna
condizione oltre al corrispondersi dei fuochi. Nel caso e) le proiet-
tivita debbono essere subordinate ad omografie che realizzano il
contatto analitico del primo ordine fra le direttrici doppie. Tutto
cid risulta con semplici calcoli, dalla proposizione VI.

6. Consideriamo una oo® di §,—, in uno S, (0 << s < ®). Chia-
merd spazio singolare del primo ordine di uno S,_, della famiglia,
uno spazio intersezione di quello S,_, con uno S,_; infinitamente
vicino a quello del primo ordine entro la famiglia. Spazio singo-
lare d’ordine r uno spazio comune ad uno S,_ e a tutti gli S,_,
infinitamente vicini a quello fino all’ordine » entro una famiglia
ool contenuta nella famiglia co'. B chiaro che uno spazio singo-
lare d’ordine » & sempre contenuto in uno d’ordine r — 1. Cid
posto diamo una proposizione che permette di costruire le trasfor-
mazioni T inviluppo di oo® omografie (0 <<s <<n) fra due S,; come
abbiamo detto alla fine del n. 4 occorrerebbe un esame dettagliato
della struttura di una oo® di S,_, in uno S, per precisare geome-
tricamente in modo completo la costruzione. Tuttavia la proposi-
zione fornisce condizioni analitiche necessarie e sufficienti.

XIV. In uwno Sp sia data una oo di Sp—s ed uw altra in
uno Su. Le due oos siano dello stesso tipo proiettivo (') (nel senso in-
dicato nel n. 5) e fra di esse si ponga una corrispondenza = che
muti ogni oo™ con m < s contenuta nella oo8 di S, in uwa conte-
nuta nella oo di Sy che sia dello stesso tipo proiettivo che la prima.
Fra due Ss—n corrispondenti in % si ponga una omografic che
muti gli spazi singolari dei wari ordimi del primo Su im quelli
del secondo, corrispondendosi gli spazi singolari come in =, con la
condizione che le omografie poste fra due Sy_s e quelli infinitamente
vicini del primo ordine (corrispondenti im L) siano contenute in

(1) Si ottengono ad esempio coppie di cos di S, —s, di due spazi S,,
S, . dello stesso tipo proiettivo considerando una oot di S,—; con S, tan-
gente fisso lungo ogni S, immerso in uno S; con k > m e proiettandola

poi da due centri opportuni su due spazi S,,, S,, di S,.
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una stessa omografia fra Sn, Sa. Allora la trasformazione T che
cost si ottiene & inviluppo di oo omografie fra Sn, Snp (1?).



