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Una proprietà generale délie funzioni.

Nota di CARLO BOJSTFERRONI (a Firenze)

Sunto. - Si dimostra che qualunque funzione coïncide m ogni punto, salvo
un insieme numerabile^ con un suo u limite „ nel senso di CAUCHY-PEANO.

Scopo délia presente Nota è di mostrare corne qualunque fun-
zione reale univoca di variabile reale goda di una proprietà che
<;ostituisce, in un certo senso, una estensione dell'ordinaria conti-
nuità. Da questa si passa alla semicontinuità del BAIRE trascu-
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rando una parte della condizione di continuità; sopprimendo,
invece, la condizione di unicitk del limite e riferendosi alla "classe
limite,, nel senso di CAUCHY-PEANO, si perviene alla proprietà in

questione.

1. In generale, sia. Q = f(P) la f unzione considerata, essendo P
-e Q punti reali di spazi euclidei rispettrvamente a p, q coordinate,
«d assegnando a P come campo di variabilità un i*ettangolo (a p
-dimensioni). Quando P tende ad A, essa ammette sempre dei •' li-
miti „ nel senso di CATJCHT-PEA^O (*), i quali formano la u classe
limite,,. Se v'è un solo limite, questo è il limite ordinariamente
considerato, o " limite unico „ (-).

La classe limite è, ovviamente, chiusa. Se Q dipende da una
sola coordinata, si possono considerare il massimo ed il minimo
della classe limite (eventualmente infiniti), i quali sono il limite
massimo ^'f(A\ e il limite minimo ^if{A) di f(P) in A, spesso uti-
lizzati nell'Analisi matematica.

Poichè, dicendo "limite.,,', comunemènte s'intende u limite
unico •',,, allo scopo di evitare confusioniuserö il termine interli-
mite, per indicare un limite non necessariamente uniço^ cioè un
elemento della classe limite.

(4) PEANO: Formulamo Matheinatico, 1908, fasc. 1, p 215, ^rota. Un'ampia
esposizione trovasi in U. CASSINA, Teoria dei limitt, R. Jst. Lombardo di
Sc. e Lett, Bendic, Vol. LXX, 1937,

(2) II punto L è un "limite,, di Q se, fissato arbitrariamente il posi-
tivo p, in ogni intorno di A si trova almeno un punto P per cui la di-
«tanza PQ è <pt E se, fissato un punto Ço , in ogni intorno di A si trova
almeno un punto P per cui è Q0Q>p, si dira che " Tinfinito ,, è un limite
di Q. Yiene cosi estesa - in modo ovvio - la definizione data dal PEANO
per il caso y=zf(x), çon x, y numeri reaii (p ^= q = 1). Costruita una qua-
lunque successione Pn tendente ad A, Pinsieme dei punti Qn corrispon-
•denti possiede almeno un punto limite (d'accumulazione o &' iterazione
dnfinita), cne è anche " limite „ nel senso ora detto.

La considerazione della classe limite, dopo CAUCHY, "anclö giù di
Tiioda ,, (cosi scrive PBANO, Sulla definizione di limite, R. Ace. d. Se. di
Toritio, vol 48, 1912-13, p. 8 dell'estr.); ma ora ricomincia a diffondersi
- sia pure sotto diverse forme e denominazioni - non bastando, in certe
questioni generalij la nozione di limite massimo e limite minimo: p. es.
il '• contingente „ del BOULIGAND (Introduction à la Gêométrte infinitési-

male directe, Paris, 1932, p. 65) è la classe limite - espressa geometrica-
mente - del rapporto incrémentale fra un punto fisso ed uno Arariabile; e
il <• paratingente „ (id., p. 72) è la dusse limite del rapporto i ne re mentale
ira due punti variabili.
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2, U iniercontinuità. Si ha continuità in A quando f (A) è anche
limite unico in A. Se f(P) ammette limite massimo e limite mini-
mo, risulta

Limitandosi alla prima eguaglianza, ed attenuandola in

f(A)>\'f(A)
si definisce la semicontinuità superiore in A; similmente, la

f(A)<\f{A)

corrisponde alla semicontinuità inferiore.
Lasciamo cadere, nella definizione di continuità, la restrizione

che f(A) sia limite unico, e imponiamo solo che f(A) sia interli-
mite: si potrà dire, in tal caso, che f(P) è intercontinua in A.
X/intercontinuità, ora definita, mantiene in sostanza una proprie-
ta essenziale délia continuità: poichè in prossimità di A i punti
f(P) cadono solo in prossimità degli interlimiti o in essi (3), quando•
f (A) è uno di questi il passaggio al punto A medesimo non pro-
voca una brusca variazione di comportamento. Si potrà dire, poi,
che f(P) è continua superiormente in A se f(A)=-*k'f(A)\ e, analo-
gamente, continua inferiormente quando sia f(A) = ^^(A).

Indichiamo con scf(A) lo scarto délia funzione in A, cioè la mi-
nima distanza (positiva o nulla) tra f(A) e un interlimite in A
(minimo esistente perché la classe limite è chiusa): la f(P) sarà
intercontinua doye è nullo il suo scarto.

3. La nozione di intercontinuità ora introdotta mi sembra meri-
tevole di essere segnalata, perché (corne dimostrerö) quando si
considerino interlimiti senza riduzione del campo di variabilità,
qualunque funzione è intercontinua, salvo al put un insieme nume-
rabile di punti (awertenza che indicherö con la sigla «s. *. n. »).

Cominciamo a prendere in esame V insieme I dei punti A per
eut f(A) è finito e non è interlimite in A (variando P in tutto il
suo campo di variabilità). Fissato un positivo l diciamo Ix la parte
di I per cui scf(A) :> l, e dividiamo lo spazio in cui varia Q in
elementi numerabili EXi E^, ... con diametro massimo /, o inferiore
(p. es. : se Q varia su una retta, dividiamo questa in segmenti con-
secutivi di lunghezza l; se Q varia in un piano, sej)ariamo questo

(3) Preso p, in un certo intorno di' A il punto f(P) dista sempre tneno di
p da qualche interlimite. Si puö dire, peroio, che la classe limite è il " lî
mite,, di f(P).
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inediante due sistemi perpendicolari di rette parallèle in quadrati:
contigui di diagonale l; se Q varia nello spazio, dividiamo questo
con tre sistemi di piani paralleli, perpendicolari a due a due, in
cubi contigui di diagonale l; ecc. ...). Sia In la parte di Jx per
cui f(A) cade in Ex e sia Ax punto di I n : poichè se f (A) > l, gli
interlimiti in Ax cadono fuori di E{, onde è possibile deterniinare
un intorno completo jx di Ax in cui f(P) è sempre fuori di Ex (

4). Iix
jx pertanto non possono cadere punti di J n , onde Ax è punto iso-
lato di J u . Ne segae che ln è numerabile, perche formato di
punti isolati.

Similmente, sarà numerabile la parte J12 di 2l che cade in
E% ; ecc. Essendo Ix = Jn -+- J12 -+- ..., sarà numerabile anche Jj.

Soppresso Jx, sia J2 l'insieme dei punti A per cui scf(A) >
]> V*2 (e ^ 0 : ^nche J2 sara numerabile. Soppresso anche I risul-
terà numerabile l'insieme _ZS dei punti A per i quali è sc/"(il)> //B
{ma <: Z/2); ecc. Poichè I ^ I l -+-12 -+- J3 H- ..., anche J sarà nume-
rabile.

Passiamo ora ai punti A, se ve ne sono, per cui f(A) è infinitor

mentre gli interlimiti in A sono finiti. In un certo intorno coin-
pleto j di A il punto f(P) resta prossimo a qualche interlimite
{V. nota 3), sicchè non esistono in j punti in cui la funzionè è
infinita. TaLi punti risultano, pertanto, isolati, e quindi numera-
bili.

In conclusione, resta dimostrato che f(P) è intercontinua, salvo
punti numerabili ed isolati.

Si ha, cosïj una propriété generale délie funzioni che ne pré-
cisa alquanto il comportamento e di cui si potrà, talvolta, tener
conto utilmente. Comunque sia definxta^ una funzionè produce i
propri interlimiti in modo da esserne riassorbita s, i. n.

Mentre si potrebbe essere indotti a ritenere che, in générale^
f(P) differisca dai suoi interlimiti in P. in realtà avviene Topposto.

5. Limitazione del campo di variabilité. In quanto précède si
sono considerati tutti i possibili interlimiti 111 A> senza restringere
il campo di variabilité quando P tende ad A : ponendo, invece.
délie limitdzioni — cioè fissando per ogni pauto A una parte y(A)
del campo e imponendo a P di rimanere in es&a — la proprietà
indicata potrà non valere, perche vengono soppressi degli interli-
miti. In certi casi. tuttavia, essa permane.

Riprendiamo la précédente dimostrazione e consideriamo sola
gli interlimiti che si formano nei sottocampi y{A): se P tende ad

(4) Y .
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Al (puuto di Jn) in y(Ax), esisfcerà un intorno j} di A,, contenuto
in Y(^I)J ^n c a * n o n °adono punti di J n . Non possiamo coucludere,
perö, che Al sia punto isolato di In, perché or a jx non è un in.
torno compïeto di A1 (

5). Ma se, considerando altri punti di J u , gli
intorni j ad essi corrispondenti ammettono punti interni e risul-
tano esterai Funo alPaltro, potremo associare ad ogni j un suo
punto interno; tali punti saranno isolati, quindi numerabili; con
essi saranno numerabili gli intorni j e perciö i punti di / , , (non
risulta, perö. che tali punti siano sempre isolati).

Continuando, allora, la dimostrazione précédente, SJ giungerà a
stabilire che f(P) è intercontinua (s. i. n.) nonostante il modo par-
ticolare di tendere al limite.

6. Un caso di questo tipo, note vole perché si présenta nel le
commii fanzioni di una sola variabile, è il seguente. Si faccia
tendere P ad A in modo che sia x > x(A), dove x è la prima coor-
dinata di P e x(A) la prima coordinata di A: diremo che P tende
ad A sulla destra rispetto ad x. Si ottiene, cosï, la classe-limite a
destra (contenuta nella classe-limite compléta), rispetto alla quale
dovremo considerare scf(A).

Se Ax è punto di J n , sappiamo che esiste un intorno jx a
destra di Al senza punti di Jn . Supponiamo che j t sia una zona
(estesa fin dove il campo di variabilità lo consente) determinata
dalla limitazione

x{A,)<x<

Un altro punto At di In sarà esterno a j1 > e anche ad esso
supporremo corrisponda una zona j t del tipo suddetto, a destra di
AÀ. È chiaro che, se A2 è a destra di j l 9 la zona j t risulta esterna
ad j t ; è se i 4 è a sinistra di j x , pqichè j2 non puö comprendere
Aït sarà ancora j2 esterna ad y,. Dette zone sono, dunque, disgiunte.
Associando a ciascuna di esse un suo punto interno (p. es. il punto
medio del segmento staccato sulFasse x), tali punti ri sultan o tso-
lati e, quindi, numerabili. Pertanto, sono numerabiii anche le zone
j e, con esse, i punti di J n . Possiamo, allora, riprendere ta dimo-
strazione data al n. 4, e giungere anche ora alla conclusione che
f(P) è intercontinua a destra rispetto ad x (s. L n.).

Similmente si puö ragionare sugli interlimifci a sinistra, oppure
rispetto ad un'altra coordinata, semprechè valgano ipotesi analoghe.

(5) îlisalta, perö. che A± è un punto-frontiera. Peitanto Iii è formato
di punti-ftontiera: e lo stesso dicasi di Il2, ^ 3 , ecc. Qaindi Jt si scinde
in una successione di insiemi frontiera, disgiunti. Lo &tesso avverra per
I%J J3, ... e, infine, per l'insieme I.
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7. Nel caso semplice y = f(x), con x, y numeri reali, le eondi-
zioni suddette sono evidentemente soddisfatte. sia a destra clie a
sinistra di x; quindi f(x) è intercontinua sulla destra, e intercon-
tinua sulla sinistra, s, i. n.

Fuori di due insienii nunierabili, la f\x) è, dunque, interconti-
nua sia a destra che a sinistra; e poichè due insiemi numerabili
si riuniscono in un insieme ancora numerabile, si ritrova — per
fuuzione di una sola variabile — la propriété generale di n. 4.
Per taie funzione, perö, vale una propriété ulteriore : l'inter-
continuità (s. i. n.) anche quando ci si limiti ad una sola banda.
33 taie banda potrà variare con x, secondo una legge assegnata:
p. es., se per x razionale si considerano gli interlïmiti a destra, e
per x irrazionale quelli a sinistra la f(x) coinciderà ancora con
un interlimite s. i. n,

8. Alcuni casi particolari.
a) se f(P) è un numero reale, la f(P) è semicontinua supe-

riormente (n. 2) se f(P)7>*\'f(P): possiamo ora aggiungere che s.i.n.
varrà il segno d? eguaglianza, cosicchè una funzione semicontinua
superiormente è continua superiormente (s. «. n.). Analogamente per
una funzione semicontinua inferiormente.

b) se la funzione Q = f{P) ha limite (unico) in ogni punto,
essa è continua s . i .n .

c) se f(x) è funzione di una sola variabile ed ha limite unico
a destra e limite unico a sinistra (anche diversi), essa è continua
s. i .n. Questo caso particolare è ben noto.

d) sia P variabile in un piano (coordinate x, y) ed f(P) = 0
per x. y razionali, f(P) = V2 quando solo x o solo y è irrazionale,
f(P) = 1 per x, y irrazionali. La funzione ha per interliraiti 0, 1/2,
1 in ogni puuto; quindi è intercontinua in ogni punto: precisa-
mente, è continua superiormente (inferiormente) in un punto di
coordinate irrazionali (razionali).

9. Diamo, da ultimo, un esempio di funzione che, quando si
limiti il campo di variabilità (n. 5), dà luogo a discontinuità
non numerabili.

Sia z = f{x, y) numero reale, funzione di P nel piano, cioè délie
sue due coordinate cartesiane as, y. Poniamo 0 = 1 sulla retta
x -i- y = 1, che diremo direitrice, e z = 0 nei rimauenti punti. In un
punto A délia direttrice gli interlimiti sono 0, l se P puö tendere
ad A senza restrizioni; negli altri punti l'unico limite è 0. La
f[x, y) risulta continua fuori dalla diretfcrice e continua superior-
mente sulla direttrice.
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Imponiamo a P di tendere ad A rimanendo nelP angolo retto
formato dai raggi uscenti da A nelle direzioni positive degli assir
allora anche sulla direttrice lo zero è limite unico, mentre si ha
ƒ = 1; sicchè nei punti délia direttrice non v'è intercontinuità. Tali
punti non sono nxnnerabili.

Il loro insieme, perö, è un insieme di punti-frontiera, d' accordo
con l'osservazione riportata nella Nota (5). Di più, esso è di area
nulla; e ciö suggeriscè un' ulteriore ricerca: se l'insieme J, quan-
do non sia numerabxle, sia in tutti i casi di area nulla (se è piano),
di volume nullo (se è spaziale), in generale di misura nulla neîla
spazio in cui varia P.


