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Sop ra UQ caso del problema ristretto dei tre corpi

piii generale di quello di Hill.

Nota di CATALDO AGOSTINËLLI (a Torino)

Sunto. - Si stabiliscono Ie equazioni del movimento di un satellite attratto
da un pianeta e dal Sole con la legge di NEWTON, ritenendo trascurabili:
la massa del satellite in confronto di quella âegli altri due corpi, Vee-
centricità e Vinclinasione delVorbita relativa del Sole intorno al pianeta,
ma tenendo conto délia parallasse solare. Si considerano alcune propriété
délie traiettorie périodicité.

I. Essendo Po , P t , P tre corpi puntiformi che si attraggono
mutuamente con la legge di NEWTON, dette m0, m19 m le rispettive
masse ed B — P^Pi > A = P^, r ~z P0P, Ie mutue distanze, Ie equa-
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zioiii del moto relativo di P1 e P rispetto a P o ristiltano notoria-
mente f1)

, (P
- A». ( -

P P,

Ora nella teoria del movimento dei satelliti dei pianeti la massa
•dei satelliti si considéra infinitesima in confronto di ïjuella de]
pianéta e del Sole, taie da non influenzare il moto relativo di que-
sti due ultimi corpi. Allöra, se nelle equazioni precedenti P. è il sa-
tellite, Po il pianeta e Pl il Sole, ponendo'm = Öj Ie equazioni (1)
diventaiio

In questo problema rïstretto dei tre corpi la seconda délie (2)
niostra c h e è compatibile un moto circolare uniforme di P\ intorno.
a, JP0 con yelocità angolare n definita dalla relazione

(3) :n
%-

ci5 che équivale a trascurarè l'inclinaaione e l'eccentricità del-
l'orbita relativa del Sole intorno al pianeta. Biferendoci a questo
caso non rimane che da considerare il moto relativo di P intorno
a Po , dèfinito dalla prima delle (2), nella quale 1'ultimo termine
sta a rappresentare Pazione perturbatrice del Sole sul detto moto
relativo.

Con riferimento ad una terna di assi prtogonali \xyz) con
Porigine in Po , Passe cc coincidente con la retta P0Pi, orientato
da Po verso Px e uniforme mente rotante intorno a z con vêlocità
angolare n uguale a quellà di Î>

1, la prima delle equazioni (2) dà
luogo al seguente sistema di equazioni scalari

x — 2ny — n2x = —
ox
dU

\4) y -hVnx ^n2y== —
£/

... dU-

(4) Cfi%. G. AGOSTINEIILI, Sul problema dei tre corpi, «Rendiconti del
^eminarip Matem. e MB.'di-Milano»; vol. XXI, 1950.
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•e poichè nel moto dei satelliti il rapporto r j B è molto piccolo, in
cphfronto' delFunità, si ha mediante serie uniformeinente conTer-

v
gente del rapporto ^ ,

w e ï j è il &'"" polinomio di LEGBNDBE. Quindi a mena di una
cóstante additiva inessenziale si ha

I/e equazioni (4) ammettoho un unico integrale che è Vintegrale
di JAOÖEI:

(6). 2 ( i 2 -H ̂ 2 -h- 0S)>- i.w^aï*;-*-";f/s)'- 77 = . costante,

il quale si ottiene moltiplicando ciascuna délie equazioni (4) rispet-
tivamente per x, tf, % e sommando quindi membrô a membro.

Se riteniamö trascurabili i termini di ordine superiore al primo
nell'inclinazione z\ \!x% -K y2,.' dovremo . intendere r == V#2 ~+" y% ?
allora tenendo conto délia (5) e ponendo

(7) tmx=n*R*

le equazioni (4) direntano

(8)

M,• H - V J [*s^X(-).-55=-,«••xà.(-:)j.. = o,

25
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In questo caso Ie prime due delle equazioni (8) definiscono Ie
coordinate x, y del satellite P in funzione del tempo, e, determi-
nate mediante la loro integrazione queste incognite, la terza delle
(8) risulta un' equazione differenziale del 2° ordine, lineare nella
sola incognita #.

Le prime due delle (8) ammettono ancora l'intégrale di JAOOBI,

che, ricordando la (5), risulta

1 1 fifi °° 7 foc\

i ' ° g* X, (-) = costante.

La terza delle (8) è soddisfatta per 0 = 0; perciö se si prescinde
dall' inclinazione delP orbita del satellite P sul piano del moto
relativo^di P, rispetto a Po , non si hanno da considerare che Ie
sole prime due equazioni (8), per Ie quali sussiste V integrale (9).

Se ei limitiamo a considerare soltanto il primo termine di
ciascuna delle serie che in esse compaiono, ciö che équivale a
trascurare la paralla,sse solare, si hanno Ie equazioni

x
x — 2ny •+- fmn —8 — {n* -+- 2n1*)x = 0

( 1 0 ) - • \
y -+- 2nx -+- fmQ ̂  — (ri2 — n*)y = 0 ,

che coincidono eon quelle di HILL (2) quando si faccia ancora
n = nlf quando cioè si trascura la massa del pianeta in confronto
di quella del Sole. A questo riguardo è da osseryare perö che se
questo è lecito nello studio del movimento della Luna essendo la
massa della Terra circa 1/333000 della massa del Sole, non altret-
tanto lecito sarà quando si studia il movimento di un satellite di
Griove, la cui massa è circa 1/100 di quella del Sole.

Casi più generali di quelli di HII/L si otterranno considerando
ulteriori termini delle serie che figurano nelle equazioni (8), con
che si viene a tener conto anche della parallasse solare. Arrestan-
doci ai primi due termini abbiamo Ie equazioni

x 3% '
x — 2ny -f- fm0 p — (n* -+- 2n?)x — - ^ (2x* + y*) = Q

y -+- 2nx H- /m o - j — {n~ — n^)y -+- -~~ xy = 0.

(2) Gr. Gr. HILL, Besearches in the Lunar Theory. « American Journal of
Mathematica», vol. I, pp. 5-26, 129-147, 245-260, a 1878.
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Ponendo

esse si possono scrivere
an

(12') x — 2ny = — , # -+ 2nx =

e P integrale di JACOBT per queste equazioni risulta

(13) g (x2 -H y2) — O -+- C = 0 , (C — costante).
Le equazioni (ll)v come del resto Ie equazioni (8), sotto certe

eondizioni, ammettono in base a noti teoremi di PonsrCAKÉ (8),
infinité soluzioni periodiche. In un altro lavoro saranno deternii-
nate esplicitamente Ie condizioni per Fesistenza di qüeste solu-
zioni periodiche. In questa nota mi limito a dedurre alcune pro-
prietà delle traiettorie periodiche del sistema (11) che come ho
osservato è più generale di quello di HILIJ , poichè in esso si tien
conto della parallasse solare.

Intanto, poichè Ie equazioni (11) si mutano in se stesse cam-
biando y e t in —y e —t, e lasciando inalterat'a la x, contando
i tempi a partire da uu istante in cui il satellite attraversa Passe
05, si deduce che Ie traiettorie periodiche sono simmetriche rispetto
all'asse x. Esse non sono più simmetriche rispetto alPasse t/, poichè
cambiando nelle (11) os in —os, t in —L lasciando inalterata la y,
queste equazioni non si mutano più in se stesse.

Inoltre le dette traiettorie periodiche comportano delle congiun-
zioni e delle opposizioni in cui il satellite attraversa ortogonalmente
ad ogni semiperiodo Passe x alternatiramente nei due sensi; ma
queste posizioni non sono simmetriche rispetto a P o .

Le traiettorie periodiche varieranno al variare della costante C
delP integrale (13) di JACOBI, e, come nel caso di HIT/L, vi sarà un
valore Co della costante C per cui la traiettoria présentera due
punti di regresso, simmetrici rispetto all' asse x, con tangente cu-
spidale parallela all'asse y, ma non più appartenenti a quest'asse. Per
caratterizzare qaesti punti osserviamo che se indichiamo con osö, y0

Ie coordinate di uuo di questi punti (quello dalla parte delle y
positive), e contiamo i tempi a parfcire da un istante in cui il sa-
tellite P si trova in questa posizione, in quelP istante avremo

x = 0, y = 0, x = 0, x = xQ, y—y0.

(3) H. POINCARÉ, Les Methodes Nouvelles de la Mécanique Céleste, t. I,
Chap HT. n. 37-38. (Paris, Gauthier -Villars, 1892).



882 CATALDO AGOSTINELLI

U integrale (13) porge allora

(14) ^ ° -«- g (»f - O K 2 H- 2/0') -+• | n . V -+- ̂ r K 3 — g ««tfo8) = Co,

( r 0 ' = a50
3 -+- t/o*),

cioè il punto cuspidale richiesto apparterrà a una curva limite
(quella di equazione O — Co), che sono curve algebriche dell'ottavo
ordine.

Per la prima delle equazioni (tl) avrerao inoltre

che a sua volta rappresenta una curva algebrica del 10° ordine,
passante per 1' origine. Dunque, se una traiettoria periodica, corri-
spondente a un certo valore Co della costante C dell'integrale di
JACOBI, ha una cuspide con tangente parallela air asse y, questo
punto (x0, y0) sarà comune alle |due curve algebriche (14) e (15).
Ad essa corrisponde una cuspide simmetrica rispetto all' asse x.

Xel caso di HILL le orbite periodiche cuspidate, dette di mas-
sima lunazione, hanno i punti di regresso sull'asse y. Nel nostro
caso, che differisce da quello di HiL.fi per la considerazione nelle
equazioni del moto di ulteriori termini che dipendono dalla parai-
lasse solare,quei punti saranno poco discosti dall'asse y, cioè xQ

sarà molto piccolo in confronto di y0. Inoltre, se osserviamo che

ic0 tenderà a zero col tendere di ^ a zero ed y0 tenderà al valore

yQ° che ha Fordinata della cuspide nel caso di HILL, dalla (15), a

meno di termini di ordine superiore al primo in ^ , siricava(per

(16). ^ ^ V ï

che da lo scostamento dall'asse y dei punti di regresso delle orbite
cuspidate, per effetto della parallasse solare.

Se consideriamo ora i panti stazionari situati sulFasse x e
distinti "dalPoriginë, caratterizzati dalle relazioni

aa rt au "0 ° 0
e indichiamo con | x j il valore assoluto delFascissa di questi punti,

a meno di termini di ordine superiore al primo in -== si ha
Mb
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ove

è il valore di | x | quando si trascura la parallasse solare,
Allora la (16) si puö scrivere anche

= . ^ R>, ed /̂0°

è pressapoco uguale a sei volte il raggio vettor<> délia Luna: ne
segue che xQ

llyQ° è delPordine di 0,65. Lo spostaniento dei punti
di regresso awieiie duaque dalla parte délie x positive, cioè dalla
parte del Sole.

È opportuno osservare ancora che al di fuori délia traiettoria
periodica cuspidata vi saranno, corne nel easo dei satelliti di
HILIJ, (4) délie traiettorie periodiche infinitamente vicine alla pré-
cédente, ciascuna con dae nodi simmetrici rispetto air asse x.

Invero, oonsideriamo una soluzione particolare Üelle equazioni
(11) del movimento in cui all?isfcaiite iuiziale il punto mobile occupi
una posizione molto vicina al punto di regresso délia traiettoria
précédente, le cui coordinate indicheremo ora con x0*, y0^, ,e sup-
poniamo che inizialmente la velocità sia diretta pevpendicolarmente
all'asse y. Porremo pertanto

x = x0 = x0* -+- s, y — yo==y^~i~n, x = xü, y — 0, per t -_- 0,

essendo e, •/], x0 quantità molto piccole. Allora per s, vj, xQ, t molto
piccoli, le coordinate x, y del punto mobile saranimo sviluppabili
secondo le potenze di queste variabili. Avremo dunque:

(17) x — x0 = xot H- 2 xot
s -+ g xjz -h ...

e, senza errore sensibile, per t molto piccolo possiamo trascurare
nel 2° membro i termini di ordine superiore a tz. Inoltre, calco-
lando xoi ed xQ, servendosi délie equazioni (11) del moto, e tenendo
conto délia (15), si riconosce che xQ o dell'ordine di £ ed vj, mentre
a meno di termini in xn, e, vj è

xQ =

(4) Cfr. H. POINCARE, loco citato, n. 41.
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essendo

E

Allora trascurando ancora nel secondo membro della (17) i ter-
mini in £#*, 7\t*, xo£

3, abbiamo

3 [ r0*
3

o piii semplicemente, essendo n* ed nx
l pressochè eguali, e tra-

scurando il1 termine che dipende dalla parallasse solare, per t
molto piccolo possiamo scrivere

(18) x — x — x t — i- n*fm ^° j 3 .
o r0

Ora, per le orbite interne a quella cuspidata, ma molto vicine
ad essa, la x0 è negativa e per picooli valori di t la differenza
x — x0 non puö annullarsi che per t — 0, la retta x =: x0 incontrerà
la traiettoria in un solo punto. Al contrario per x0 > 0, e per
piccoli valori di t la x — x0 si annulla per t —0, e per due valori
di t prossimi ai valori

fmQ-n

Ci soiio dunque tre istanti molto vicini in corrispondenza di
ciascuno dei quali la traiettoria è intersecata dalla retta x — x0.
La traiettoria présenta un nodo, e per la simmetria rispetto al-
1' asse x essa avrà un altro nodo simmetrico del précédente rispetto
a quest'asse.


