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SEZIONE SCIENTIFICA
BREVI NOTE

Counessioni affini e geometria rieniatmiana.

Nota di EKRICO BOMPIA^I (a Eoma)

ïSunto. - Si esaminano condisioni inirinsecke olie a determinare metrieke
riemanniane approssimanti una connessïone affine non simmetrica
(il caso simmetrico essendo stato già esaminato in altro lavoro).

L Richiami e oggetto della Nota.
In una Nota dallo stesso titolo (J) mi sono occupato del con-

fronto f ra uno spazio a cônnessione affine Xn e uno spazio rieman*
niano, ricercàndo se e fino a quai punto e cou quale arbitrarietà
si possa sostituire uno all? altro.

Precisamente ho dimostrato quanto segue (*) :
Data una connessione di componenii I4k(x) = r^k -+--0^ (rhk :=z rkh

connessione simmetrica associata ;; Q̂ k = — ̂ kh tensore di torsione)
e una metrica riemanniana ghk(x)j i cui simboli di Christoffel
(o componenti della connessione determinata dalla nietrica) s' in-
dicano con Gr^, condizioni necessarie e suffidenti affinchè :

1) L^k e gh k abbiano Ie stesse traiettorie (o geodetiche),
2) I/hk sia euclidea rispetto a ghk , cioè il modulo di un qualsiasi

•vettore (misurato con ghki si conservi nel trasporto eseguito con L^k,

(') E. BOMPIANIJ Gonnessioni affini e geometria riemanniana., Rend, di
Matematica e délie sue applicazioni, (5), 10, (1951), p. 391-405. Si veda
pure la ]S"ota di A. Cossu - Alcutie össervazioni sul confronto tra connes-
sioni affini e metrieke riemanniane, Bend. Ace Lincei, (8), 14 (1953), p, 29-35.

(2) Gli indici i, h\-k,;.. variano da 1 ad n.
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sono :

Per £aÊ£ connessioni è wwZZo iZ tensore di Einstein, Cix — a ^ r .
I/Lmitandomi poi alle connessioni sim me triche (0^*'= 0) ho di-

mostratd che :
o

Dato un punto x nello spazio a connessione affine (simmetrica)
e in esso un tensore ghk (simmetrico arbitrario) è possibile costruire
(in modo unico) un campo di tensori ghk(x) fino alV intorno del 2°

o o o

ordine di x iale che sia ghk(x) = ghk e

1) sianö soddisfatte Ie cöndizïoni 1), 2) delV enundcito précé-

dente (fino a quelV intorno ; quindi coïncidano gli E2 geodetid

di r^k e di g^k uscenti da x)

2) la curvatura affine di ogni 2-giacitura, defxmita a partir e

dal tensore (in x):

Tifc, hj =

con

coincida con la curvatura riemanniana della stessa. giacitura.
La differente natura dei due spazi si manifesta invece nelio

o

stesso intorno del 3° ordine di x se si prende in esame la curva-
tura wiista di due giaciture.

È nella natura delle cos e che se f ra Ie condizioni di eonfronto
fra spazi a connessione affine e metrica riemanniana s'impone
una condizione relativa agli elementi di geodetiche (che dipendono
dalla sola connessione simmetrica associata) non si possano ottenere
che teorëmi riguardanti Ie connessioni simmetriche.

Se si vogliono risultati relatiyi a connessioni asimmetriche
bisogiia abbandonare queila condizione: ed è appunto quello che
qui mi propongo di fare.

2. Beteriuinazione in UIL punt o di unn metrica rispetto alla
quai e hi connessione data è euclidea.

Ija condizione (doTuta allo SCHOUTEN) affinchè Jj'-hk sia euclidea
rispetto alla metrica guk e

(2.1) I I * = 'G-U + 2niih9k)r9U

ove Gl
hk sono i simboli di CHRISTOFFEIJ relativi a ghk.
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II ïnotivo (e la nécessita) del cambiamento di notàzione per
tali simboli è il seguente. Poichè si suppone dato il tensore me-

o o . . .

trico Qhk soltanto in x (e non un campo) e poichè i simboli di
CHRISTOFFEL dipendono dalle derivate délie gûk in x, cioè dal
campo di tensori ghk(x) nell'intorno del 1° ordine di x, tali simboli
dipendono dalle condizioni con cui si détermina taie campo (e
quindi Msogna adottare notazioni differenti per condizioni diÏfe-
renti di determinazione del campo).

Le condizioni imposte nel n. 1 danno (cfr. Ie prime 1.1)

e quindi per Ie derivate (çhe definiscono il campó nelFintorno
• • • - . • o • • . '

del 1° ordine di or) si hanno Ie espressioni

Se invece s'impone la conüizione di euclidicità (2.1) si ha-

p-. p

da cui si ricavano Ie derivate (in x)
*

— Gclh> k -f- 'GÏK h — Gr
lhgkr -

= ^Ti[h9k)r -+- 2&i(£g.k)r = Li[hgk)r y in x

e perciö confrontando con la 2.3

Intanto la 2.5 mostra che :
Una connessione è eucUdea in .un punto Hspètto ad una metrica

se e solo se iï campo di questa (nelVintorno del 1° ordine del
punto) e determinato per spostamento paraUelo della metrica rispetto
alla connessione.

Naturalmente î due diversi campi definiti dalle (2.3) e (2.5) nel-
o

V intorno del 1° ordine di o; danno luogo, per ogni direzione dxl

a due diversi E2 geodetici (rif eren ti si all' una o alF al tra metrica).
Due tali Es tangenti hanno una giacitura principale (3), invariante
topologico dei due elementi, che è determinata dalla direzione data
e dall'altra
(2.7) P i k ^ l i h k

(3) E. BOMPIANT. Topologia differenziale. • I;. Ekti topologici determinati
da elementi différenciait di c%wver « ReneU A^GJ Lincei»? (8)? 8 (1950),
p. 1-8, n. 3.
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o

Di più questa direzione è ortogonale alla data (in x) ; infatti
o

la condizione d'ortogon alita (in cc)
0 — 9irPidxf = h k l

è soddisfatta a causa dell' emisimmetria di Q^ r .
Si puö. quindi enunciare il teorêma :
Se si ccssegna in un punto x di uno spazio a connessione affine

asimmetrica un tensore ghk — gkh si determinano nelVintorno del
1° ordine di x due diverse metriche; glïl£i% geodetid relativi ad esse
e ad una direzione dxli hanno una giadtura principale determinata
dalla diremone dx' e dalla direzione normale ad ëssa p* data dalla (2.7).

SVintende che ciö vale quando la direzione p* non risulti in-
determinata. Le direzioni dxl per cui pi è indeterminata devono
soddisfare alle n condizioni

ma in generale non ne esistono. Al contrario essa è sempre inde-
terminata se e solo se

cioè per Ie particolari connessioni carattierizzate nel primo eirun-
ciato del n. 1.

3. lieterminazioni iiitrinseche di
Ci .si puö servire della pi associata dal tensore Qi{%gk)r ac* u n a

direzione per caratterizzare in modo invariante direzioni per x.
Se il vettore covarianté di EI^STEI^" QJ ^ Q\rr ? caratterizzante

una (n'— l)-giacitura, non è nuïlo si puö cMedere per quali dire-
zioni dxi Ja direzione JJ1 riesca ortogonale alla giacitura cioè Ie pf

siano proporzionali alle Qigu, o anche che siano proporzionali Ie
loro componenti covarianti

(3-1)

ossia devono essere soddisfatte Ie condizioni

(3.2) &\itomh)rdxhdx* = 0.

Queste equazioni sono in numero di n—1 indipendenti, almeno
in" generale e quindi esiste in generale un numero finito di dire-
zioni soddisfacenti alla condizione posta (comuni ai coni quadrici
precedenti).
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o

Ci si puö cMedere quando tutte Ie direzioni per x sono della

specie voluta.
Ciö accade se e solo se si puö scrivere

identicamente nelle dx\ cioè

(3.3)

o

Moltiplicate queste per gks si ha

(3.4) Qih
s

e contraendo per h= s

(3.5)

D'altra parte moltiplicaudo Ie (3.4) per g1^, tenuto conto che
Q\'h

sglh = 0 per 1'emisimmetria délie O^S
T si lia

Se non è O; = 0, Ie condizioni

portano u>hk = — ö9hk> quindi v-hkghk = — 9 ^ e quindi ritornando

alla (3.5). (n -f- 2)Qi = 0 cioè ^ = 0 e per la (3.3)

o
fy(h 9k)r — 0 Î

cioè *ion esistono spazi tali che la direzione p l associata ad ogni
dire&ione dx1 sia ortogonaïe alla (n — lj-t/iac^^ra d̂  Einstein a
menö che questa e quella riescano indeterminate (cioè si ritorna
agli spazi caratterizzati nel primo teorema del n. 1)*

Un'altra condizione invariante è che la direzione pl associata
alla direzione dxx appartenga alla giacitïtra di EIÎÏTSTEIX (puruhè
questa non sia indeterminata); cioè

hhdxhdxk = 0.

o

Assegnata in un punto la metrica ghk esiste un cono quadrico
di direzion% con vertice in esso, tali che Ie direzioni pl associate
a quelle stanno nella giacüura di Einstein (se questa è determmata).
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II tensore doppio sinimetrico

o

definito nello stesso intorno di x in cui è definito il tensore
fornisce, in quell'intorno, una nuova metrica : e dal confronto
délie due metriche si hanno nuovi invarianti dipendenti dal ten-
sore di torsione della connessione (e da


