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SEZIONE SCIENTIFICA
BREVI NOTE

Connessioni affini e geometria riemanniana.

Nota di Exrico BomPiaNi (a Roma)

Sunto. = §i esaminano condizioni intrinseche atie a determinare metriche
riemanniane approssimanti une connessione affine non simmetrica
(¢l caso simmetrico essendo stato gia esaminato in altro lavoro).

1. Richiami e oggetto della Nota.

In una Nota dallo stesso titolo (}) mi sono occupato del con-
tronto fra uno spazio a connessione affine X, e uno spazio rieman-
niano, ricercando se e fino a qual punto e con quale arbitrarieta
si possa sostituire uno all’altro.

Precisamente ho dimostrato quanto segue (*):

Data una connessione di componenti Liy(x) == Ty + Qi (T = Ty
connessione simmetrica associata ; Qyr = — Qi tensore di torsione)
e una metrica riemanniana ghk(x), i cui simboli di Christoffel
(o componentz“ della comnessione determinata dalla melrica) s in-
dicano con Grhk, condizioni necessarie e sufficienti affinché :

1) Ly e gni abbiano le stesse traiettorie (o geodetwhe),
2) Ly sia euclidea rispetto a gy, cioé il modulo di un qualsiasi
wvettore (misurato con gyx) st conservi nel trasporito esegmto con Lijy .

(*} E. Bompriant, Connessioni affini e geometria riemanniana, Rend. di
Matematica e delle sue applicazioni, (5), 10, (1951), p. 391-405. Si veda
pure la Nota di A, Cossu - Alcune osservazioni sul confronto tra connes-
sioni affini e metriche riemanniane, Rend. Acc. Lincei, (8), 14 (1953), p, 29-35.

(?) Gli indici ¢, k;-k,,.. variano da 1 ad n.
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SONO :
(1.1) The = Ghk» Qi(jhrgk)r =0

Per tali connessioni & nullo il temsore di Emstem, 0 =0;".
Limitandomi poi allé connessioni simmetriche (Q,h =0) ho di-
mostrato che:
Dato un punto x nello spazio a connesstone affine (simmetrica)
e in esso un tensore oghk (simmelrico arbitrario) & possibile costruire
(in modo mmco) un campo di tensom guk(X) fino all intorno del 2°
ordine di x tale che sia ghk(x) = ghk e
1) siano soddisfattie le comdizionsi 1), 2) dell’ enunciato prece-
dente (fino a quell intorno; quindi coincidano gli E, geodetici
di Thy e di gy uscenti da X)
2) la curvatura affine di ogni 2-giacitura; definita a partire
dal. tensore (in §:):

. - . ) °
Tig, nj-==0klin, j — 0lkn; j + (Ckn, o015, ¢ — Tht, pUkj. g)9pg

con
i o
o i = Tingii

coincida con la curvatura riemanwiana della stessa, giacitura.

Lia differente natura dei due spazi si manifesta invece nello
stesso inforno del 3° ordine di @ se si prende in esame la curva-
tura mista di due giaciture.

B nella natura delle cose che se fra le condizioni di confronto
fra spazi a connessione affine e metrica riemanniana s’impone
una condizione relativa agli elementi di geodetiche (che dipendono
dalla sola connessione simmetrica associata) non si possano ottenere
che teoremi riguardanti le connessioni simmetriche.

Se si vogliono risultati relativi a connessioni asimmetriche
bisogna abbandonare quella condizione: ed & appunto quello che
qui mi propongo di fare.

2. Determinazione in un punto di una metrica rispetto alla
quale la connessione data & euclidea.

La condizione (dovuta allo ScmoUTEN) affinche Lﬁ,;’c sia euclidea
rispetto alla metrica gnx &

. *, .
(2.1 Ty = G + 2Qi(h'gk)rgh

* .
ove G, sono i simboli di CHRISTOFFEL relativi a gz .
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Il motivo (e la mnecessita) del cambiamento di notazione per
tali simboli & il seguente. Poichd si suppone dato il tensore me-
trico 'gohk soltanto in x (¢ mon un campo) e poich® i simboli di
CHRISTOFFEL dipendono dalle derivate delle gpx in , ciod dal
campo di tensori gnk(x) nell’intorno del 1° ordine di ;:, tali simboli
dipendono dalle condizioni con cui si determina tale campo (e
quindi bisogna adottare notazioni differenti per condizioni diffe-
renti di determinazione del campo).

Le condizioni imposte nel n. 1 danno (cfr. le prime 1.1)

(2.2) Ghie = Th

e quindi per le- demvate (che definiscono il campo mnell’intorno
del 1° ordine di :r) si hanno le espressioni

(2.3) OGni :Vzrl(hgkyr in &
Se invece -8’impone la condizione di euclidicitd (2.1) si ha.
(2.4 é;ﬂc= F;uc — 2040, gy
da cui si ricavano le derivate (in ;c)_
* * * * o * o * o
(2.5) 0gne = G,k + G, 1= GiyGrr + GicGpr = 2Gipgnyr =
= 2T33 G0y + 2Qi(f§k)r = L{(h_gk)r , in @

e percid corfrontando con la 2.3

* °
(2.6) © 0Gnk — OGnx = 2, Gy

Intanto la 2.6 mostra che:

Una connessione & euclidea in un punto rispetto ad una metrica
se e solo se il campo di questa (nell’intorno del 1° ordine del
punto) & determmato per spostamento parallelo della metrica rispetto
alla. connessione.

Naturalmente i due leGI'Sl campi definiti dalle (2.3) e (2.5) nel-
P intorno del 1° ordine di danno luogo, per ogni d1rez1one dxt
a due diversi E, geodefici (riferentisi all’una o all’altra metrica).
Due tali B, tangenti hanno una giacitura p'r'mczpale (%), invariante
topologico dei due elementi, che & determinata dalla direzione data
e dall’ altra

(2.7) P= Qim”gkwg N d® .

(%) E. BomPiaNT. Topolégia differenziale. - T. Enti topologict determinati
da elementi differenziali di cwrve, « Rends Ace. Lincei», (8), 8 (1950),
p. 1-8, n. 3.
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Di piut questa direzione & ortogonale alla data (in @): infatti
°
la condizione d’ortogonalita (in- x)

= Q. gk,,.dw’fdwkdwl

& soddisfatta a causa dell’emisimmetria di ",

Si pub qumdl enunciare il teorema

Se si assegna in un punto x di umo spazio a connessione aﬂ’me
asimmetrica un tensore ghk: gkh st determinano mnell intorno del
1° ordine di X due diverse metriche; gli B, geodetici relativi ad esse
e ad una direzione dxi hanno una giacitura prmczpale determinata
dalla divezione dx' e dalla direzione normale ad essa p ‘ data dalla 2.7).

S’intende che cid vale quando la direzione p‘ non risulti in-
determinata. Lie direzioni d.® per cui p* & indeterminata devomo
soddisfare alle % condizioni

i gy " da = 0

ma in generale mon ne esistono. Al contrario essa & sempre inde-
terminata se e solo se

.r°
it Grerr = 0
cioé per le particolari connessioni caratterizzate nel -primo enun-
ciato del n. 1.

3. Determinazioni intrinseche di direzioni.

Ci.si pud servire della p’ associata dal tensore Q,(hgk),. ad una
direzione per caratterizzare in modo invariante direzioni per .

Se il vettore covariante. di EINSTEIN O = Oy, caratterizzante
una (n— 1)-giacitura, non & nullo si pud chiedere per quali dire-
zioni dx' la direzione p' riesca ortogonale alla giacitura cioe le pt
siano proporzxonah alle’ Qg% -0 anche -che siano propormonah le
loro componenti covarianti

3.1) Ojir g, dadac®,
ossia devono essere soddisfatte le condizioni
(3.2) QuQyyagryrdachdak = 0.

Queste equazioni sono in numero di # — 1 indipendenti, almeno
in“generale e quindi esiste in generale un numero finifo di dire-
zioni soddisfacenti alla condizione posta (comuni ai coni quadrici
precedentl).
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Ci si pud chiedere quando tutfe le direzioni per % sono della

specie voluta.
Cid accade se e solo se si pud scrivere

Dy gk,,dx"dxk = OQyedachdac”
identicamente melle dx', ciog
(3.3) Qi.}.r!;k)r = Qg
Moltiplicate queste per _(;"S si ha
(3.4) Qi + 04" G = 2™
e contraendo per h—==s
(3.5) Ol = Qluhkeghlc

D’altra parte moltiplicando le (3.4) per g4, tenuto conto che
0;°g™ = 0 per I’ emisimmetria delle Qj;°, si ha

Q1 8L + 209" | = 0.
Se non & Q; =20, le condizioni

> 1
oprght = — 5 32

1o

portano wpx = — gghk, quindi apeght = — o

alla (8.5). (v + 2) =0 cioe Q; =0 e per la (3.3)

1 oL
n e quindi ritornando
2

Qi Greyr =03

cioé non esistono spazi tali che la direzione p* associata ad ogni
direzione dx' sia ortogonale alla (n — 1)-giacitura di Einstein a
meno che questa e quella riescano indeterminate (cioeé si ritorna
agli spazi caratterizzati nel primo teorema del n. 1).

Un’altra condizione invariante & che la direzione p* associata
alla direzione dx* appartenga alla giacitura di EixsreIix (purché
questa noun sia indeterminata); cioe

3 © ¢l k
Qip" = Q0 Gy "dadue” = 0.
. 3 ° 3 -
Assegnata in un punto la melrice gnx esiste un cono quadrico

di direzioni, con vertice in esso, tali che le direziomi pt associate
a quelle stanno nella giacitura di Einstein (se questa & determinata).
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Il tensore doppio simmetrico
x - li
(v)h - QinU;rgk)rg *

definito nello stesso intorno di a?: in cui & definito il tensore gux,
fornisce, in quell’intorno, una nuova metrica: e dal confronto
delle due metriche si hanno nuovi invarianti dipendenti dal ten-
sore di torsione della connessione (e da g;hk).



