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Studio di un circuito nou lineare col metodo stroboscopico
di N. Minorsky .

Nota di TRISTANO MANACORDA (a Firenze).

Suato. - Si dimostra, applicando il metodo stroboscopico di 1$. MINORSKY,
che un particolare sistema non lineare è capace di compiere autoscilla-
gioni per effetto parametrico. Si détermina V ampiezza delle oscillazioni
e se ne constata la stabiiità.

1. Il Prof. N. MIKORSKY ha introdotto in questi ultimi anni (l)
un metodo, da lui chiamato stroboscopico, per la ricerca di
soluzioni periodiche dei sistemi non lineari quasi armonici dipen-
denti esplicitamente dal tempo, cioè descritti da equazioni del tipo

(1) x H- x = \t*f(x, x, t) con tx cf' 1.

La ricerca di soluzioni periodieke con lo stesso periodo delle
oscillazioni non lineari è ricondotta, con un opportuno artificio, a
quella dei punti singolari di un sistema di due equazioni diffe-
renziali del primo ordine, appunto le equa&ioni stroboscopiche. Ciö
è ottenuto operando col procedimento delle differenze ünite sul
sistema aile variazioni di POIJSTCARÉ dell'equazione data, e poi ri-
ducendo con l'introduzione délia cosidetta variabile stroboscopica,
il sistema cosï ottenuto di nuovo ad un sistema di equazioni diffe-
renziali, al quale, per V assenza esplicita del tempo, è lecito appli-
care il metodo di POINCARÊ per la ricerca dei punti singolari e
considerare nello stesso tempo la stabiiità delle soluzioni.

A1P Istituto Matematico dell' Université di Firenze, dove si
potè ascoltare 1' esposizione del metodo da parte dello stesso Prof.
MINORSKY, sono state iniziate ricerche per estendere il metodo
stroboscopico, che, nonostante la sua natura parzialmente euristica

notevolissime ed importanti applicazionij ad equazioni di tipo
più generale délia (1) e che spesso si presentano nelle applicazioni.
Mentre tali ricerche sono tuttora in corso, è parso non privo di
interesse applicare il metodo stroboscopico allo studio di un si-
stema non lineare, il quale, benchè sia stato uno dei primi ad
essere studiato sperimentalmente per mettere in evidenza il cosi-
detto effetto parametrico e rimanga uno dei più notevoli in taie ge-

(4) Cfr. ad es. ]S\ KIKORSKY : Sur la méthode stroboscopique, « Mem.
Ace. Se. di Bologna », 10, IX, (1952), 23-29.
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nere di ricerche (2), non sembra sia stato ancora preso in esame col
metodo del Prof. MINORSKY. Si tratta di un circuito in cui la non
linearità è rappresentata da una autoinduzione a nucleo di ferro
e P efietto parametrico insorge per la variazione sinusoidale col
tempo di ttna capacità. Corne proveremo nel n. 4, il sistema è in
grado di compiere oscillazioni con periodo doppio di quello délia
capacità e tali oscillazioni sono stabili.

Si tratta dunque di un esempio tipico di oscillazioni eteropara-
metriche in cui il metodo di MIÏSTORSKT permette subito di deter-
minare l'ampiezza delle oscillazioni e la loro stabilità nonchè Ie
condizioni che permettono 1'autoeccitazione.

Si osserva infine che alla stessa equazione di moto, e quindi
alle medesime conclusioni, si arriva quando si considerino Ie
oscillazioni di un pendolo la cui lunghezza vari periodicamente
col tempo.

2. Un circuito elettrico sia costituito da una capacità C, una
resistenza R ed una autoinduzione a nucleo di ferro. L' equazione
del sistema è

(2) C<ï> -*-CRi + \ idt = 0
j

in cui 4> è il flusso di induzione magnetica nel nucleo. Supponiamo
che C vari col tempo con la legge

(3) 0 = C^l -+- X cos Ot),

in cui 1 è una costante positiva molto piccola in confronto al-
l 'unità. Supporremo anche R piccola dell'ordine di X, in modo
da poter porre .B = r>, r > 0.

La relazione non lineare tra i e $ puö essere scritta, almeno
per valori non troppo grandi di i (3),

con A e B costanti positive, e B molto piccolo in confronto ad A.
Dovendosi appl icare metodi approssimati, supporremo anche qui
BjA delF ordine di X in modo da porre BjA — 6X, con b > 0, e
quindi :

(4) i

(2) Cfr. ad es . : L. MANDBLSTAM, N. P A P A L E X I , ecc.t Exposé des re-
cherches récentes sur les oscillations non-linéaires « Journ. Techn. Phys.

(3) Cfr. N". MINORSKY: Non-linear Méchantes^ « Ann, Arbor, » 1947,
p 192.
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Con ciö, derivando la (2) rispetto al tempo e tenendo conto della
(3) e (4) si arriva all' equazione non lineare :

A A
(5) O H- jr * = — l[Ar — O sen Qt H- ...]4> — ̂  X[6*3 — 4> cos n* -+- „.]

in cui i termini non scritti tra parentesi sono almeno delFordine

di X. Cambiando nella (5) la variabile indipendente t in ty — si

arriva all'equazione

T — w0 sen w0̂  -f- ...]4>' - \[b<Pz — 4> cos 2t -h ...],

che differisce dai tipi già studiati sostanzialmente per la modula-
zione del coefficiente di <S>\

II metodo stroboscopico ha per fine la ricerca di soluzioni
della (6) che, in prima approssimazione, abbiano lo stesso periodo
delle oscillazioni di ordine zero. In tale ricerca hanno importanza
fondamentale i termini secolari che appaiono al secondo membro
della (6). Come è facile vedere, e come è ben noto (4), tali termini
compaiono già nella prima approssimazione solo se o>0 =2 2. Sup-
porremo perciö d'ora in poi tale condizione verificata. Bssa équi-
vale a

3. La (6) è equivalente al sistema

(7> W = — <ï> — l[r V l C Ö — 2 sen 2t H- ...JV — l[b& — <i> cos 2t -+-...].

Eicorriamo a coordinate polari ponendo

<ï> = p cos 6, W = p sen 6.

Con ciö Ie (7) divengono

— 2 s e n 2 i ] ~ X[6p2cos46 — cos2 6 cos 2J],

(4) Cfr, N. MINORSKY : Parametric excitation, «Journ. Appl. Physics»,
22, 49-54, (1951), n. 3.
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a meno di termini delPordine di X*. Se si pone : p = p0 H- Xpt H- ..•,
ô = Ôo -+- ÀOj H- ... si ottiene immediatamente

p0 — costante, 90 = — t -f- y

-Jr = -p 0 sen 8 6 0 [ r \ ilC0— 2sen2<]— p0sen60[6p2
0cos360— cosÔ0cos2£]

o) 2 _
-jï = — sen 60 cos 60[r \ACQ - 2sen2*] — cos860[&p*0cos260— cos2t\.
dt

Integrando le (9) tra 0 e 2TT, si ottiene, per le variazioni di p! e
di Ôj in taie intervallo, P espressione

Apl = — 27rp0
 rQ V^Co -f. - sen 2y L A6a = — 2ir g 6p2

0 -+- 2TC J COS 2y.

Orn si ha A p ™ ) ^ , Aô = — 2TT H- XAÔt e si viene cosï a formare
un sistema di equazioni aile differenze finite che permetterebbero
di calcolare p e 6 a intervalli di tempo M = 2-x. Ma se si tiene
conto che X è molto piccola, e quindi molto piccolo risulta anche
AT = XM ™ 2irX, che figura a fattore nei secondi membri di Ap e
AÔ, si puö al sistema sostituire, nell'ambito délie approssimazioni
adottate^, il sistema di equazioni differenziali

m 4=- 8"P ^ 4 '

in oui figura il tempo stroboscopico T.
Le eventuali soluzioni periodiche in t col periodo in prima

a-pprossimazione, 2-K, deyono avere ampiezza e fase tali da annul-
lare i secondi membri délie (10). Si ottiene cosi

3
sen 2y = - 2r V AC0, cos 2y = - g 6p8

•e quindi

ai) ?=yr
che danno l'ampiezza e la fase délie oscillazioni stazionarie purché

{12) *-V J C 0 < 1/2.

4. Occorre ancora yedere se la soluzione (11) è stabile. For-
miamo a questo scopo le equazioni aile variazioni délie (10) po»
nendo p — pH-!j, y = y-hv]. Otteniamo

^ = - 2? c o s 2 Ï ^ ^ = — ï 6 P * -*- 2 s e n 2? ^
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la cui equazione caratteristica è

= 0.

Le radici di questa equazione hanno in ogni caso, tenuto conto
della (12), parte reale negativa. Ne segue che il punto singolare
delle (10) definito dalle (11) è o un nodo o un fuoco stabile, e la
soluzione periodica (11) è perciö stabile nel senso di LIAPOTJKOFF.

Per completare il calcolo occorre ancora vedere se il sistema
puö autoeccitarsij per il clie occorre ancora esaminare il compor-
tamento delle (10) nell'intorno del punto p = 0, 2y = TT/2, 3TC/2, Ma
se si scrivono Ie equazioni alle variazioni delle (10) nell'intorno
di tale punto, si constata immediatamente che il punto considerato
è instabile. Possiamo dunque concludere che la condizione (12) è
sufficiente ad assicurare il sorgere e lo stabilirsi, in prima appros-
simazione, del regime periodico descritto dalle (11).

5. Yogliamo infine osservare che ad una equazione analoga
alla (5) si sarebbe arrivati nello studio delle oscillazioni di un
pendolo semplice di lunghezza yariabile, mobile in un mezzo resi-
stente con resistenza viscosa. L? equazione di moto di un tale
sistema è infatti

(13) $ -+- (k •+- j \ $ + | s e n ^ ==:0

e ore si ponga l = Zo (l H- X cos Qf), | = f|otp con 0 < ^0 \^ 1, e si
sriluppi in serie il sen | , si ottiene

ç -f- ^ <p = — [k — 2X0 sen
(14)

Se ora si suppone k delPordine di X cosï come <|>0*, e si pone 2X = \u,
k = [i.r, ^0

2 = — 36[x con b < 0, si arriva proprio ad una equazione
formalmente identica alla (5), con la differenza che ora è 6 < 0.
Si puö facilmente constatare tuttavia che tale differenza non fa
che spostare la fase della soluzione stazionaria tra 3it/4 e iz9 senza
alterare la condizione di autoscillazione e di stabilité.

19


