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Àlcuni teoremi di unicità per le equazioni di Maxwell.

Nota di MAKIAIITIISA D E SOCIO (a Bologna).

Snnto. - Corne il n. 1.

1. I teoremi di unicità per le equazioni di MAXWELL presup-
pongono di solito assegnate, Gome condizioni al contorno, le coin-
ponenti tangenziali del campo magnetico e del campo elettrico.

ha questa nota osserveremo anzitutto che, se in un dotninio (D)
il mezzo è omogeneo, un campo elettromagnetico regolare {ed ar-
monico con pulsazione assegnata viene completamente determinato
dalla conoscenza, anche solo su una porzione a, délia superficie
a che limita (D), délia componente tangenziale del campo elettrico
e del campo magnetico. Otterrö cosï un altro teorema di unicità
che, per quanto implicitamente usato da alcuni autori (x), non mi
risulta fmora enunciato in modo esplicito.

Hiprenderö poi una questione sulle guide d'onda ed estenderö
un teorema di unicità, enunciato dal GTBAFFI, (2) ammettendo che
le pareti délia guida non siano perfettamente conduttrici o più
precisamente che su queste superfici Taïga, per le componenti
tangenziali JEt ed Ht del campo elettrico e del campo magnetico,
la relazlone (3):

(1) Et = v(\+j)Ht/\m

dove v è un numero positivo e m, un versore definito in ogni
punto délia superficie, normale ad essa e diretta verso l ' interno
del conduttore. Si potrà cosï, in base all 'osservazione (précédente,
d imos t ra re il teorema di unicità 'anche senza [Pipotesi, fatta dal
G R A F P I , che la conduttività del mezzo entro la guida sia diversa
da zero.

(*) I. C. SLVTER, Microwave electronics - Van Nostrand Company -
Cap. I, § 6.

(2) D. GTRAFFI, Un teorema di unicità per le eqwazioni dt Maxwell e
sue applicazioni alla teoria délie guide d'onda, « Memorie deH'Accademia

-délie Scienze di Bologna», Serie X, Tomo V I I I , 1950-1951.
(3) S. A. SCHELKUNOFF, Electromagnetic waves - Van !N"ostrand Corn-

pany, 1948, cap. V I I I , § 21. J . BERNIER, Sur les cavités électromagnéti-
ques - L'onde électrique, X X V I (1946), pagg. 305-317.
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2. Considerato il dominio (JD), riempito da un mezzo omogeneo,
siano E ed H i vettori complessi che rappresentano un campo
^lettromagnetico armonico e regolare in (D). Yogliamo provare che
non puö esistere un altro campo Z£-he, JETH- h taie che, sulla
porzione o-, délia superficie c che limita (D), abbia^le stesse com-
ponenti tangenziali di E ed H.

In altre parole, intendiamo dimostrare che, se su <J1 sono nulle
le componenti tangenziali et ed ht di e ed h, e ed h sono identi-
«camente nulle in tutto (D).

Notiamo intanto che, dalla linéarité délie equazioni di MAX-
WELLÎ  segue :

!

rot h = e ƒ we H- ye

rot € zzz — y*jtaii.

Si ha subito che anche Ie componenti normali di e ed h sono
nulle in cr(. Si consideri infatti una linea chiusa s su al delimi-
naitante una superficie er': su s è nulla la circuitazione di h9 per-
^hè è nulla htJ quindi è nullo, per il teorema di STOKES, il flus-
so di rot h su <r'.

Dalle (2) segue, se n è il versore normale, a ^ e diretto verso
Pesterno ;

r r
j r o t h x nda = i {j<*>e. -t- y)end<j = 0

•e, per Tarbitrarietà di <?', en = 0 in tutto <J1. In modo aualogo,
partendo dalla seconda equazione di (2) si prova jnulla anche la
•componente normale di h su <r,, cioè su questa superficie sono
nulli e ed h>

Yogliamo ora provare che, sempre su ^ , sono nulle — e — •

A questo scopo si ponga, 'con l'origine in un punto generico P
di ff15 un sistema di riferimento xyz con Tasse z parallelo a n.

Per dimostrare quanto ci siamo proposti basterà provare nulle
le derivate di e ed h lungo z.

Consideriamo le equazioni di MAXWELL in forma cartesiana :

dhs dhy ! dez dey

3e,,
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Ora, essendo e ed h nulle su ffl5 saranno nulle in ogni punto
P di <J1 Ie derivate di e ed h, ossia delle loro componenti, lungo
x e y.

Allora Ie (3) che non si riducono a identità diventano :

dhx=dhy^0 dex _ dey _ Q

dz dz dB dz

inoltre, per Pannullarsi della divergenza di e ed h, si ha anche :

?fï = 0 ^ = 0
dz dz

ossia in ogni punto di o-,, come si è affermato, si ha :

Preso ora un sistema di coordinate cartesiane XYZ con origi-
ne ed orientamento qualsiasi, si avrà sempre su <r1 : ex, ey , e^ ;
^x, hYj hz nulle assieme alle loro derivate in direzione normale
a cl.

Ora

(4)

con k*

si h a che ;

, ed

Aexn

essendo

- W

S U

ex = 0

ex = : = o, pe r u n noto»

teorema (4) risulta ex = 0 in tutto {D). Poichè Ie altre componentl
di e ed h soddisfano ad equazioni analoghe alla (4), anch'esse ri-
sultano costantemente nulle in tutto (D). E il teorema enunciata
è perciö completamente provato.

3. Consideriamo ora una guida d'onda, o meglio un tubo cilin-
drico^ a pareti non perfettamente conduttrici ; siano assegnate su.
due sezioni piane, normali all'asse del tubo 21 e 22 che, per ora^
supporremo a connessione semplice, Ie componenti normali del
campo elettrico e del campo magnetico. Dimostriamo che il campor

nella porzione di volume V della guida compresa tra le due sezioni
e la parete <r, è univocamente determinato.

A questo scopo bastera, al solito, provare identicamente nulli
i vettori e ed h che rappresentano la differenza tra due campi
soddisfacenti alle condizioni assegnate ; ovviamente su 2X e 22 Ie
componenti normali di e e di h sono nulle, ossia en = hn = 0.

(4) POCKELS, Partielle Differentialgleichungen in der Mathematische^
Physik, Leipzig, 1891, p. 212.
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Per il teorema di POYNTIKG relativo a un campo elettromagne-
iiico armonico si ha :

I e A ft* X nd 2j -+- f e /\ h* x nd 22 H- i e A ft* X mdv -+-

(5) * 2s

*+• i w ƒ (f* ft X ft* — se X e*)<£ü + y i e x €J*di? — 0.

Kipetendo Ie considerazioni ed i calcoli della nota citata in (2),
.detto cp e ty rispettivamente i potenziali di e ed h su 2 , , s il con-
torno di 2ly z il versore tangente ed m quello ortogonale ad s e
giacente su 2 t (quindi normale anche aile pareti della guida), si
ha ricordando la (l) :

f e A ft* X wd 2j = / grad cp A grad ^* X nd 2L =

^ — / rot (on) X grad <}* d 2X = — I diy (^* rot cpn)d 2A =

r r
= — / ^*e X Tds — — (1 H- ̂ v | ^*ft x m A tds = : 0.

s s

Infatti m f\ z h un versore di 2j normale a T e a m, perciö a
"215 sicchè feXm/\t~0, perche le componenti di h normali a 2j
sono nulle, corne si è detto. In modo anaiogo si proya nullo Tin-
iegrale esteso a 22 délie (5).

Si ha poi :

I e f\ h* x mcfa = i et A ft* X mdc = v(l -+-,;) / ht /\ m x fe^* A n^dĉ .

Sostituendo infine nelle (5), considerando la parte reale, si
ottiene :

L* A * A J f ^ n
v I ft^ /\ m x fi /\ nt der H- y ƒ € X €r*d/v = 0

da cui segue, anche se y = 0 :

v j \ h
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e quindi /t /\ m = 0, ovyero è nulla la component e tangenziale di
h su o- ; per la (1) risulterà nulla allora anche quella di e.

Per il teorema dimostrato nel § 1 sono allora identicamente
nulli in tutto (D) sia e che h e il teorema di unicità è compléta-
mente provato anche nel caso y = 0.

4« Da ultimo trattiamo il caso in cui Ie superfici piane 2X e 22

4non siano a connessione semplice. Per la validità del teorema di
unicità sopra enunciato occorre assegnare, oltre alle componenti
normali a 2X e 22 dei vettori JE ed J9T, anche la circuitazione del
campo magnetico lungo Ie linee st che limitano dall'interno Ie su-
perfici in discorso.

La dimostrazione del paragrafo précédente sussiste ancora se
si proverà che i potenziali del campo magnetico \h e del campo
elettrico e sono funzioni monodrome. A questo scopo occorre pro-
vare nulla la circuitazione di e ed h lungo s,. Per il vettore h
questa proprietà e orvia, perché per ipotesi è assegnata la circui-
tazione del campo magnetico JEE su st. Quanto alla circuitazione
di e lungo st si nota, indicando con x il versore tangente ad st e
tenendo conto della (1) :

I eT̂ T = (1 -+- j)y j ht /\ m x tdx = 0

in quanto m /\ x è normale a 2X, o 22, cioè ad ht.
Hisulta cosï dimostrato, anche in questo caso, il teorema di

unicità.

Sul la Nota di C. EUSA: Generalizzazione di uu lemma dt
Chisini.

La Nota del Dr. CARMELO FUSA dal titolo Generalizzazione di
un lemma di Chisini, apparsa nel vol. YII (1948) di questo « Bol-
lettino » pp. 307-311, riprodotta dall'A. nelle ultime tre pagine di
un'altra Nota pubblicata nelP « Archiv der Mathematik », 3 (1952),
porta la notazione « lavoro eseguito nelF Istituto Nazionale di Alta
Matematica (LN.A.M.) Eoma ». La Presidenza delPLN.A.M. informa
che il dottor FUSA non era stato autorizzato ad aggiungere queila
annotazione.


