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Problemi ai limiti lineari genera!i per i sistemi di equazionf
differenziali ordinarie. Uu teorema di esistenza.

Nota di EOBERTO CONTI (a Firenze).

Santo. - Si mostra, nel caso k = 3, come il metodo di recente usato dalVA.
per risolvere problemi ai limiti lineari per sistemi della forma

= F#i+i + <p.' (« = i, %..., fc — i>

(con Fi7 (pi funsioni soddisfacenti Ie ipotesi di CARATHÉODORYJ si possa
applicare anche per risolvere i problemi con Ie condizioni ai limiti li*
neari qualunque per sistemi della forma pik generale

{4 = 1, 2,..., fc>j

, cp»- funzioni soddisfacenti ad ipotesi di CARATHÉODORYJ.

1. Mi sono occupato di recente della risoluzione di problemi
ai limiti con condizioni lineari per i sistemi di equazioni differen-
ziali ordinarie della forma

dove Ie F% ( i = l , 2,... , fc — 1) e Ie cpt- (i = l, 2^...^ &) sono funzioni
(reali) delle variabili x, yx,..., yh definite nello strato

Coo: ûc<tf<!*, 1^1 < o o , (* = 1, 2, . . . , &>

ed ivi sottoposte ad ipotesi opportune.
Durante la stesura del lavoro (che indicherö da ora con « ir »

ed al quale faro riferimento per evitare inutili ripetizioni (*)) ho^
potuto rendermi conto che il metodo risolutivo ivi impiegato si
presta anche alla risoluzione dei problemi ai limiti con h condizioni
(lineari) di tipo piti generale di quelle considerate in « L » e per
sistemi del] a forma

(B) y/ = S, Ftjyj + ^ ; (i=l, 2, . . . , fc),

(l) R. CONTI, / problemi ai limiti lineari per i sistemi di egua&ioni diffe~
rensiali ordinarie. Teoremi di esistenza, « Annali di Matematica pura ed
appl. », T. 35 (1953), (in corso di pubblicazione).
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c(con F{j, <pi funzioni definite in Cc»), dei quali i sistemi (A) costi-
tuiscono un caso particolare.

Non ho ritenuto di dover procedere ad una nuova stesura del
lavoro in questi termini più generalij principalmente per non
appesantire troppo la trattazione, ed anche perche mi è sembrato
che Vimpostazione di «L » fosse sufficientemente ampia da inqua-
drare, se non tutti almeno quelli più noti fra i problemi ai limiti
lineari. Tuttavia ho accennato (nel n. 11, e) ed f) di « L ») alle
possibili generalizzazioni sopra dette.

La presente Nota è originata dal desiderio di rendere più espli-
cito tale accenno, pur mantenendo la trattazione nel caso k = 3,
n^l quale la complicazione formale resta contenuta entro limiti
modesti.

2, I dati del problema sono i seguenti :
i) un sistema di tre equazioni differenziali ordinarie del 1°

ordine

,(B) yt' = Z3 FijVj + «p, : (t = 1, 2, 3)

con Ftf, a>f funzioni (reali) definite nello strato

Cooi o c ^ ^ ^ p , | ^ | < o o ; (t = l, 2, 3).

ed ivi del tipo di CABATHÉODORY (l);

ii) tre punti %x <, Ç, < Ç8 interni ad (a, p) ;
Ui) una terna di numeri reali v)x, y\t, v)3 ;
iv) una matrice reale del 3° ordine (y )̂ {j, i — 1, 2, 3).

Ĉon questi dati si chiede di stabilire Vesistenza di almeno una
soluzione di (B) (2) che soddisfi Ie condizioni ai limiti

k r»; (i = i, 2,3).

li stessi metodi che in « L » hanno permesso di risolvere
-questo problema nel caso

Fu == F^ = Fzz = Fn ^ 0,

^2) Con ciö intendiamo. come in « I J » , che Ie funzioni dette siano con-
tinue rispetto ad (yly y2> Vs) P e r °gni * di (a, p), misurabili rispetto ad
x per ogni (yu y2, yz) e maggiorate in valore assoluto da una funzione
della x, sommabile in («, p).

(3) ]S"el senso di CARATHÉODORY : soluzione di (B) è ogni terna di fun-
zioni asBolutamente continue yL(x). y%(x), yz(x) soddisfacenci Ie (23) quasi
^dappertutto in (a, p).
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e con una matrice (ŷ ) di tipo particolare, valgono, come ora mo-
streremo, ad ottenere la soluzione in generale, sotto ipotesi che
•estendono a questo caso quelle ammesse in « L ».

Tali ipotesi riguardano il déterminante di una certa matrice
che diremo associato alle (L) secondo Ie funzioni i ^ ; taie détermi-
nante si definisce come ora vedremo.

3. Ogni terna di funzioni yt(x) assolutamente continue che sod-
disfano in (a, p) il sistema di equazioni integrali

(i = 1, 2, 3)
a

-con X, = cost. (e dove Fait) sta per\F,,(£, yAt). yJt). yjt)), ecc.) è
anche una soluzione di (B), come è subito visto moltiplicando am-

as
ho i membri di (1) per exp (— / Fu(t)dt) e derivando rispetto alla x.

a
Eisolveremo perciö il nostro problema determinando una terna

di numeri X( ed in corrispondenza una terna di funzioni yjix) sod-
disfacenti le (1) e le (L).

Si vede, con qualche calcolo, che le (1) si possono scrivere anche
3

i

dove si ponga

[XF {t\dt
Eti{*, x) = eJ« " l ; (• = 1, % %

(3)

f

= ]a
Ou

E,
f f* Fs3{u)du-\- [œF2t(u)du

}%^x)=]el« Jt Fi3(t)dt
a

x t t .

x)=jjeJ" Ju p, jt Fl%(t)Fu(u)dudt
a a

x

11
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ed inoltre

*A*,*)=JJ)*Jt """ ^
r^Fn{u)du+- f^ F22{v)dv

a a a

a, a
x t „ ^ x

e
a a tx

f? Fn(u)du i- f*

fJ

a oc

a?
f ^Fm{u)du

4>3(oc, x)=JeJt

Se Ie yi (x) rap pre s ent at e dalle (2) soddisfano Ie condizioüi ai
limiti (Ii) si avrà

S* Ti.y*(Çj) — *̂  = 1 Tü Si ̂ «K ?i)^ -*- | i Yü^ai 5f) - % = 0

ossia

3

-+- VtEt9(*, Ij) -^ Yi3-B8a(a, ty | X3 = ^ — 2 , ï ; A K W ; (j = 1, 2, 3),

Diremo allora matrice associata alle condizioni (L) secondo Ie
Fij la matrice

^ u K ?i) Yu-^wfe Si) -*- Yi2-S22K 5») Yn^n(a. ?i) + Yi A s K S,) •

indicheremo con D = D(a) il déterminante di questa matrice e lo
diremo déterminante associato alle (L) secondo Ie FM.

Prima di procedere vediamo in che modo questo déterminante
dipende da a ; derivando rispetto ad a (per colonne) si trova

1
quindi (4)

a
f 3

D(a) = D(a0) exp ( - j S, Fit
oco

(4) Si noti Tanalogia con la nota formula di JACOBI, per i sistemi lineari
(cfr. Gr. SANSONE, Equazioni differenziali nel campo reale, parte la , (Bc»
logna, 1941), p. 50).
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Segue da ciö clie se D è diverso da zero per un particolare
valore compreso tra a e p esso è diverso da zero per qualunque
valore.

4. Ciö premesso si dimostra il
TEOREMA. - II sistema

(B) y/ = iFt,yj + <f, (i = l, 2, 3)
i

con Ie F i j , <pi definite in Coo ed ivi del tipo di CARATHEODORY (cfr.
nota (*)) ha almeno K/na soluzione che soddisfa Ie condizioni

(W kv,yM = ̂  ( i = l , 2, 3)

se i numeri E!<; 2 <E 3 e la matrice (yxj) sono tali che esista un
numero & > 0 per il quale si abbia in Coo

essendo D il déterminante associato alle (L) secondo Ie F 2 j .
Posto S = p—a sia n0 il massimo intero positivo contenu! o in

8/(Çj — a) (si tenga presente che è « < Çx < ?8 < Ç3 < p).
Per ogni intero n> n0 definiamo in (oc, p) tre funzioni yin(x)

(i ~ 1, 2, 3) ponendo

(Tj) j/t-n(aï) = Xln per a < x < o t - h S / w

dove Xïn(i == 1, 2, 3) sono tre parametri per ora arbitrari, e ponendo

(%) y^n(x) = %i V ( « , xn)\ln -+• ̂ cn)(a, *„) per a-+-8/n ^ aj < p,

dove
xw = a; — S/n

e dove

[XnF At, yw[t\t yznit),
jE,t(«>(a, a g ^ e J * « - . . , , - . , _ - . » ? (i = 1,2, 3)

e analogamente (dalle (3)) per Elt
{n)(*.9 x„\ jE7t8

(tt)(a, »„), ^13
cw>(a, »«)

e per 4»,(B'(a, x„). (i = 1, 2, 8).
Determiniamo ora i parametri X;„ in modo che Ie ytn(x) soddi-

sfino per ogni n Ie (L), ponendo (cfr. (5)) :

(6) t3iExx<*\*y ljn)\n •+-... = v)? - I , tt,*/"^, ^ ) ; (i = 1. 2, 3)
i

dove

(7) \3n = h - S/w.

Le (6) rappresentano un sistema di tre equazioni nelle tre
incognite Xln 9 Xg„, X3K Ie quali compaiono anche nei « coefficienti »
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e nei « termini noti » ; in virtu di un Lemma dimostrato in « L » (5)
per Ie ipotesi fatte sulle F%1, ®t e sul D ammette almeno una so-
luzione X*1#I , X*2„ , X*3„ .

Dopo di ciö la dimostrazione si svolge come in « L ».

5. Gome applicazione, risolviamo un problema che non rientra
tra quelli considerati in « L », nel § 2.

È dato il sistema di 2 equazioni del 1° ordine, dipendenti da
un parametro :

j «' = Vto w, v)
I v' = ^g(x, u, v)

con f(x, u, v), g(x> u, v) definite per

a < # ̂  P, I « I < oo , I t; I < oo
e del tipo di CARATHEODORY.

Si TUOI sapere se esiste un valore di X ed una soluzione del
corrispondente sistema in modo che siano soddisfatte Ie condizioni
(9) YMM&) -h y„t)(C$) -h Y<8X = ^ (* =: 1, 2, 3).

Posto u = yi, v = y<n 1 = y3 si ha un sistema del tipo (B) con
Ie Fn, JF28, Fi8J Flt9 <fL, cp2, cp3 identicamente nulle e con

Fn{x? yl9 yt, y%) = f(x, u, u), Fn(x} y,, yit yz) = g{x, u, v),

cosicchè se y indica il déterminante della (y^) si ha

—Y-+-

Tu Tn Tii

Y»

•ƒ

•ƒ

Yii T32

(5) II Lemma, conseguenza immediata di una nota proposizione sulle

radici dei sistemi di equazioni (cfr. I1. SBVERI • Gr. SCOBZA DRAGONI7

Leeiont di Analist^ Yol. 3° (Bologna, 1951), pp. 163-4) è il seguente :

« Sia dato un sistema di k equazioni nelle k incognite x{, ..., xk

(') arlxt -+-... + arkxk = cr (r = 1, 2, ..., fc)

dove Ie ar,$(r, s = l, 2,.. . , k) e Ie cr(r = 1, 2,..., k) sono funzioni delle
flcl,..., xk definite per ogni Jte-upla reale xit..., x^, soddisfacenti Ie con-
dizioni: i) Ie ar<tS, cr sono continue e limitate ; esistono cioè due numeri

tali che | a posto A = det (ars) esiste un
numero d ^> 0 tale che | A | > d. II sistema (') ammette allora almeno una
soluzione xi9,.,} x^, la quale soddisfa Ie limitazioni | xr \ < f̂c ! cak~~^ld ».
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con f(t) = f(t, u{t), v(t)) e g(t) = g(t, u(t), v(t)), e dal teorema di-
mostrato si ricava subito una condizione per la risolubilità del
problema posto*

Particolarizzando la (yo) si possono ottenere varii problemi ed
altrettante condizioni di risolubilità; ad es. se Y11Y21Y32 ^ ^ s mentre
ogni altro ytJ è nullo si ha f = 0 e

1 rf(t)dt

da cui la condizione sufficiente che f(x, u, v) sia Z> 0 quasi dap-
pertutto in (oc, p) per ogni (u, v) (6).


