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Trasforinazioni puntuali fra due spazi
a configurazione caratteristica armonica.

Nota di LTJIGI MURACCHINI (a Bologna)

Santo. • Si studiano Ie trasformazioni fra due S3 prtoettivi per Ie quali
esistono, in ogni coppia regoïare di punti corrispondenti, sei calotte
ptane del secondo ordine corrispondenti*

1. Considerata una trasformazione puntuale aualitica T fra due
spazi ordinari S$, S3 proiettivi, in una coppia regoïare di punti
corrispondenti A, A, è noto (2) che, in generale, non esistono ca-

(i7) Che si verifica con calcoli del tutto elementari.
(4) Vedasi: M. VILLA? Le trasformasioni puntuali fra due spazi lineari,

Note I, II , I I I , «Atti Ace. Naz. Lincei, Rend », (8) 4, pp. 55-61, 192-196,
295-303 (1948).
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lotie pia-ne dei secondo ordine di centri, A, A che si corrispondano
in T. Tuttavia in casi particolari ve ne possono essere; in altro
lavoro (2) bo chiamato i piani di tali calotte piani caratteristici
<lelia trasformazione T. Come ho rilevato in quel Iavoro i piani
caratteristici relativi ad una coppia regolare A, A, quanda esis-
tano in numero finito (3), sono sei al più; in questo caso è facile
<;onstatare che le rette caratteristiche relative alla predetta coppia,
in ciascuno degli spazi S8, JS3, debbono essere sette distinte ed
avere una particolare configurazione che chiamerö configurazione
Obrmonica. La configurazione armonica è precisamente quella di
.sette rette che dal punto A (o A) proiettano i quattro vertici ed i
i;re punti diagonali di uu quadrangolo piano completo. Yiceversa
«e Ie setfce rette caratteristiche relative alla coppia A, A in ciascuno
degb spazi JS3, S3 pre^entano la configurazione armonica allora sei
piani caratteristici per T escono da A (A) e precisamente i sei piani
proiettanti i lati del quadrangolo piano completo di cui s' è detto.

Nel presente Iavoro studio Ie trasformazioni puntuali analitiche
che, nella generica coppia di punti corrispondenti, presentano la
-configurazione caratteristica armonica. Dimostrerö che in tale ipo-
tesi esistono necessariamente in S3 (S3) sei famiglie oo1 di superfi-
cie caratteristiche (4) cui sono tangenti i piani caratteristici uscenti
da ciascun punto di Ss (Sz). Si possono scegliere in tre modi di-
versi quattro delle sei famiglie di superficie sï da formare tre
4-tessuti di superficie ; ebbene tali 4-tessuti risultano tutti a con-
figurazione ottaedrale (5). Dimostrerö qui che esistono trasforma-
zioni puntuali del tipo indicato dipendenti da 12 funzioni arbitra-
rie di una variabile. Successivamente determinerö Ie trasforma-

(2) L . MURACCHENT, Alcune propriété in grande delle trasformasioni
_puntuali fra spas% « Boll. Un . Mat. I t a l . » , (3) 7, 123-131 (1952).

(3) Ye ne possono infatti essere anche oo1 ed allora appar tengono ne-
cessariamente ad un fascio. (Cfr. Top. cit. in (2)). Le trasformazioni che
posseggono oo* piani caratteristici nella generica coppia di p u n t i corris-
pondenti sono state determinate da E. CBCH nel l 'op . cit. in (7).

(4) I n generale, quando per la coppia generica di punt i corr ispondent i
in una trasformazione T esistono piani caratteristici in numero finito « 6 ) ,
quei piani non inviluppano famiglie di superficie. (Cfr. la op. cit. in (2)).

(5) Vedasi: J. DÜBOURDIEU, Questions topologiques de géométrie diffé-
rentielle, «Mem. Sei. Math.» 78, Paris, 1936; W. BIASCHECE - GL BOL, Geo-
metrie der Gewebe, Berlin, 1938. La proprietà di cui si dice sopra appar-
tiene sempre a sei famiglie di superficie (a prescindere dal fatto ch'esse
siano caratteristiche di una trasformazione) se esse godono délia proprietà
che i sei piani tangenti alle sei superficie delle famiglie, che passanoper
un punto generico dello spazio, si tagliano lungo sette rette a configura .
zione armonica. Ciö segue subito dalle proposizioni A, B a pag. 28 e 29
<Lella prima delle opere sopracitate.



146 LUIGI MURACCHINI

zioni puntuali del tipo predetto per le quali le superficie carat-
teristiche sono piani ed accermerö a certe per cui le superficie
earatteristiche ammettono un gruppo oo! di omografie in se, Ie-
prime dipendono da una costante arbitraria e Ie altre da quattro»
costanti arbitraire. Incidentalmente rilevo la seguente proposizione-
che discende dai precedenti risultati: una trasformazione puntuale
che muti sei sistemi oo1 di piani in piani è necessariamente una
omografia, salvo che guei piani non appartengano tutti ad una
stella o siano sei fasd di ossi gli spigoli di un tetraedro (6).

2. Fra due spazi Sz, S3 proiettivi, consideriamo una trasforma-
zione pantuale T analitica e siano A, B due punti di S3, S3 ri-
spettivamente corrispondenti in T, la copia A^ B essendo regolare.
Associamo a ciascuno dei due punti, nel relativo spazio, un iife-
rimento proiettiTO per cui quei punti siano fondamentali ed indi-
ehiamo con At, Bt {i = 1, 2} 3) i rimanenti punti fondamentale
Talgono Ie solite formule (7).

dAt — o>t0A0 -+- o^liAl -h w l 2 j 2 -4- W J 3 ^ 3 )

U dBt= Tt0B0 -+• T , ^ -i~ Tt2£s H- rt,Bs,

dove * = 0, 1, 2, 3 ed AQ &sA> Bo == B.
Se Ie rette AAt> BB^ si corrispondono (per « = 1 , 2, 3) in una^

omografia tangente K a T nella coppia A, B si ayrà

(2) *„ = «„ (« = 1 ,2 ,8 ) .

Indicheremo, d' ora in poi, wOt semplicemente con o^ (i = 1, 2, 3).
Come è ben noto Ie direzioni earatteristiche relative alla coppia.
A, B sono quelle relative alle wt che annullano la matrice

(3)

dove le flt sono forme quadratiche nelle tot:

< = 1 , 2 , 3 V

(6) Taie propoBizione ha una certa analogia con altre relative al piano
ed a sistemi di rette in qnesto (Cfr. le op. cit. in (5)). Avrebbe un certo
interesse darne uoa dimosirazione autonoma sotto ipotesi meno restrittiTe
di quelle qui fatte.

(7) Per i naetodi qui seguiti e le nofazioni si veda: E. CECH, Géoméfne-
projéctive différentielle des correspondances entre deux espaces, I, I I , 111^
«"Cas. pro Pest. Mat. a Fys.», 74, 75 (1950), pp. 32-48, 123-136, 137457.
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che dipendono dalla omografia K e si ottengono per differenzia-
zione esterna dalle (2). A1F uopo ei si serve delle solite equazioni
di struttvra di E. CARTAN,

(4)

ed analoghe per Ie TH. Si ottengono cosï dalle (2) le relazioni:

(5) V - oV - SV(T00 - «o00) = | ^ & r = 1, 2, 3>

dove S*r è = 0 per «=J=r ed è = 1 per* = r . Bicordiamo che si
puó sempre far sï che risulti

(6) o300 - h w n -+- <oM -+- OJ33 = T 0 0 -+- T n H - T 2 8 -+- T 3 3 = 0.

Imponiamo ora che Ie direzioni caratteristiche di T nella cop-
pia A, B presentino la configurazione armonica; come è subita
visto basta, ad esempio, imporre che Ie w£ che annullano la ma-
trice (3) siano quelle proporzionali alle seguenti te rne: (0, 0, 1),
(0, 1, 0), (1, 0, 0), (0, 1, 1), (1, 0, 1), (1, 1, 0), (1, 1, 1). Con tale-
scelta la giaciture dei sei piani caratteristici sono Ie wt — 0 e Ie
wt- — (*>,. = 0, (% j = 1, 2, 3). Le c*r, che figurano nelle (3') debbono-
avere i valori seguenti :

c S2 = cx
tz = cx

zl =• c u = c*13 = c2
33 = c8

n = c3
lt = c %t = 0

(7) c1^ = e j3, c 13 =r: c 13, c*lt = c l3

c2
22 = c1c1,,

Ma si vede subito (8) che si puö scegliere 1' omografia tangente^
K in modo che risulti :

(8) c l
l4 = c' l s = cs

I8 = 0 ;

in definitiva se Ie direzioni caratteristiche relative alla coppia A, B
presentano la configurations armonica, e solo allora, le forme ft{ si
possono ridurre ad

(9) Q l = c1
11w»l, n l = c1

ll«««» «i = c lu» l i

con c1

Le equazioni (5) diventano ora :

V-o> r i = 0 (r4=t = l, 2, 3)
T»- — w« — Too •+• woo = c\i<»i (* = 1) % %

(8) Cfr. Top. cit. in ('), I.
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questo siste ma di equazioni di Pfaff è quello che fornisce Ie tras-
formazioni T che nella coppia generica di punti corrispondenti
presentano la configurazione caratteristica armouica; passiamo ora
â studiarlo.

3. Poniamo cl
n = — 4a, Ie equazioni (6), (10) forniscono:

D'altra parte la differenzazione esterna della (10) mostra che
a è un invariante relativo; esso risulta necessariamente diverso
<lallo zero altrimenti la T si ridurrebbe ad: uua omografia (come
risulta dalle (9)). Possiamo dunque f ar sï (9) che risulti a = 1. Al-
lora Ie relazioni ottenute per differeuzazione esterna dalle (10) e
{11) conducono alle equazioni seguenti :

(12) TI0 — ü)f0 -f- w00 — ww — wti — o>ik = - (5riltol H- g(io^ -f- gtZo>z)

•«on g^ — gn ed i^=j±k = l, 2, 3;

per i4=j '4:fc=:l , 2, 3.
Le equazioni (12) e (13) confrontate e risolte conducono poi

alle seguenti relazioni (10) :

= a1w1 H- a2w3, w21 = a7wa -+- (a3 •+- a4 —

ae —

(aio — 2 a i — 2a2)wi

(«s — «i — a*K +- (an — 2a4 —

(9) Fissando in modo opportuixo parte del riferimento nello spazio
t<Yedasi l 'op. cit. in (7)).

(10) Avendo cambiato Ie notazioni in modo facilmente comprensibile.
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Dalle precedenti formule (12) discende intanto che :

(15) [**»,] = [*ot] = [d(o8] = 0,
Vii> w*i W3 risultando pertanto dei differenziali esatti. Si conclude
<ïhe: i piani caratteristici o>{ — 0, w4- — w,- = Q(if j = 1, 2, 3) in das-
•cuno degli spazi Sz, S8 , inviluppano sempre sistemi di superficie
caratteristiche.

Il riferimento proiettivo in S3. non è ancora completamente
fissato, come risulta dalle (14). Possiamo approfittarne per sempli-
ficare ancora quelle equazioni. All' uopo si differenzino esterna-
mente Ie prime tre (14); Ie relazioni che si ottengono mostrano
<ohe si puö far sï che risulti

(16) ax -h a% =r a3 -+- a4 = a5 H- aG — 0,

dopo di che il riferimento è fissato completamente. Si ha allora,
<lopo aver cambiato lievemente Ie notazioni:

ü>„ = kl(ü>1 — W3) , Wal = fc4((O2 — (Dj)

0 0 — to2 2 = fcgtüj -H fcgWg -f- kz

La fcï(l<i<12) che figurano ora nelle (17) sono invarianti
jproiettivi fondamentali delle trasformazioni T del tipo esami-
nato (u). Esse soddisfano a 12 condizioni di integrabilità che si
ottengono per differenzazione esterna dalle (17). ISTon trascrivo qui
-quelle 12 condizioni che si possono del resto scrivere immediata-
mente; da essa risulta subito (12) che: Ie trasformazioni T a con-
figurazione caratteristica armonica dipendono da 12 funzioni arbi-
trarie di una variabile.

(u) Le (17) permetterebbero di calcolare gli sviluppi locali delle coor-
•-dinate di B (proiettive nou omogenee) in serie di potenze delle coordinate
di A e si potrebbero cosi assegnare interpretazioni geometriche degli
ânvarianti fee-.

(12) Vedasi ad es.: E. CARTAN, Les systèmes différentiels extérieurs et
Murs applications géométriques. Paris, Hermann, 1945.
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4. Non intraprenderemo qui lo studio del sistema (17) nel caso>
più generale, che si présenta alquanto complicato. Ci accontente-
remo di esaminare quei casi particolari di cui abbiamo detto nel
n. 1 aggiungendo alcune osservazioni.

Si ha in primo luogo dalla (17) che la forma quadratica delle-
asintotiche (13) délie superficie caratteristiche wx = 0 è :

(18) ? l = *X«-*-*.« '•

Le superficie t*^—0 sono dunque piani se, e solo se, risulta.
k4 = k6 — 0. In tale caso si ha :

e da queste, per differenzazione esterna, si ricayano Ie relazioni r
kn — kx% = 0. Si ha dunque :

da queste segue subito che i punti d%A%, dlAz appartengono alla
retta A%AZ e che i punti d\B2 , d2BB appartengono alla retta B%BZ.
Si conclude che (w): se una delle famiglie di superficie caratteristi-
che è una famiglia di piani, essa è necessariamente un fascio di
piani.

Consideriamo ora il caso in cui tre delle famiglie di superficie
sono famiglie di piani. Due éventualité si possono presentare a
seconda che i tre piani di quelle tre famiglie, che escono da un
punto generico dello spazio, appartengono o non appartengono ad
un fascio. Si vede senza difficoltà che quei due tipi di trasforma-
zioni sono caratterizzati rispettivamente dalle seguenti condizioni :

(19) kz = k4 = fc§ = kQ = 0 , fc7 — fc8

(20) k, =Jfcr=JfcJ = k4 = k5 = kt = 0.

Le (19) si hanno nell'ipotesi che Ie tre famiglie di piani siano-
le oil=zoy2^=z(iil —to2z=0; Ie (20) si hanno invece quando Ie tre fa-
miglie sono Ie to, = wg = oi3 = 0.

Le (19), (20) rispettivamente portano alle seguenti conseguenze

(19') k? = ks = k (costante) ; fc10 = ku = kl9 = 0

(20') fc7, fc8? &ô, funzioni di una sola variabile, diversa per
ciascuna di esse; k10 = ku = kn = 0.

(") Cfr. l'op. cit. in (2).
(14) Perché manifestamente quello che si è detto per le superficie^

CÜ4 = 0 si puö ripetere per Ie altre.
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Si yede cosi che : in entrambi i casi Ie trasformazioni dipendono
da tre funzioni arbitrarie di una variabile. Inoltre: nel caso delle
(19) Ie tre famiglie di piani sono fasci ad assi concorrenti e nel
caso delle (20) tre fasci ad assi complanari (non concorrenti) (15).

Aggiungiamo ancora Ie segnenti osservazioni, che si verificano
senza difficoltà, : se quattro delle sei famiglie di superficie carat-
teristiche sono famiglie di piani formanti un 4-tessuto allora an*
«che le due rimanenti famiglie sono di piani; se invece Ie quattro
famiglie di piani non formano un 4-tessuto si hanno trasforma-
zioni dipendenti da una funzione arbitraria di una variabile (l6).
Segue che: se cinque famiglie di superficie sono famiglie di piani
anche la sesta è una famiglia di piani.

Yeniamo ora alla determinazione delle trasformazioni per Ie
quali tutte Ie sei famiglie sono di piani. Dovrà essere :

* = 10, 11, 12); k1 = kz = k9 = k (costante).

Per tali valori del! e ftt- il sistema che fornisce Ie trasforma-
si intégra senza difficoltà e si trovano Ie equazioni di quelle

in forma esplicita. Se k =|= 0 esse sono :

dove E, *1, £ sono coordinate proiettive non omogenee in S3 ed #,
y, z Ie analoghe in *S3. Tali trasformazioni dipendono da una co-
stante arbitraria. Se inyece fc — 0 Ie equazioni sono:

(22) l = e*, y) = ev, t = ez.

5, Un' altro tipo interessante di trasformazioni a configura-
zione caratteristica armonica si ottiene nell' ipotesi che gli inva-
xianti fondamentali k% siano tutti costanti (e =\= 0). Mostreremo ora
che tali trasformazioni dipendono da quattro costanti arbitrarie.
Le relative superficie caratterisUche sono superficie non rigate che
•ammettono un gruppo oo* di omografie in sè e Ie curve caratteri-
sUche sono curve W di Klein-Lie. Indicheremo il procedimento che
conduce alle equazioni di quelle trasformazioni in forma esplicita.
Ma ei accontenteremo di determinare la forma di quelle equazioni
senza effettuare completamente i calcoli delle costanti che vi fi-
gurano, i quali non sono privi di difficoltà. Anzitutto la différen-

ts) Itfel caso (20) si scrivono subito le equazioni in forma esplicita delle
trasformazioni. Esse sono g — f{x), 77 = 9(2/), £ = $(&) ; f, <p, 4* funzioni
arbitrarie.

(16) Le equazioni delle trasformazioni in forma esplicita sono in quest' ul-
timo caso : g = xn, f} = yn, Ç = f{z) oppure g — ex, TJ — e», Ç = f(s) ; f, fun-
zione arbitraria, n costante arbitraria.



152 LUIGI MURACCHINI

zazione delle prime sei (17) fornisce Ie relazioni :

(23) k4kG — k4k3 — fc6fc2 = 0

™3™5 "'3"'l "'5"'6 ""̂

ed altre sei relazioni che permettono di esprimere (razionalmente)
Ie fc7, k8, kgi k10, kn, fc12 per mezzo delle prime sei &,-. Le altre
equazioni (17) non forniscono nessuna altra relazione fra Ie k4.
Ora si osservi che Ie (23) permettono di esprimere soltanto due
delle k{ (1 < i < 6) in funzione delle rimanenti quattro ; tanto
basta per concludere che Ie trasformazioni in esame dipendono da
4 costanti arbitrarie. Bicordiamo ora che in yirtù delle (15) tox t

co2, OJ3 sono dei differenziali esatti; poniamo dunque

w, = du, Wj = dv j W j - cfat>.

Le prime delle (1), tenuto conto delle (17) e delle relazioni fra

1 7 j ^ • 1 dAi d A i d A * u. - .

Ie fc,. conducono ad esprimere Ie —- , —— , -— come combmazioni
öw oV ÔW

lineari a coefficient! costanti delle At. Analogamente poi le se-
conda (1) per Ie Bi. Eliminando, mediante derivazione parziale e
confronto, fra Ie relazioni ottenute Ie Ai per i = 1, 2, 3, e analo-
gamente pe la B^ si perviene infine ad esprimere Ie sei derivate
parziali seconde di A (e di B) come combinazioni lineari (omogenee)
a coefficienti costanti di A (o di B) e delle sue derivate parziali
prime. I due sistemi alle derivate parziali cosï ottenuti sono cer-
tamente completamente integrabili in virtù delle relazioni che
intercedono fra la fc4-. Si conclude infine che A e B hanno espres-
sioni della forma :

{Cs costanti)

(24)

B = às C/ea'^+P'»»-* Y'*« (C, costanti)
i

dove Ie OLS, a's, eec. sono opportune^ costanti (17). Pertanto Ie equa-
zioni esplicite delle trasformazioni sono della forma:

(25)

dove Ie 2t-5 m», % sono opportune costanti.

(i7) Per la genericità dei valori delle ki7 i due sistemi di equazionï
alle derivate parziali nelle A, B, non hanno soluzioni che siano polinomi
nelle u, v, w moltiplicati per uu fattore esponenziale.


