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Attorno alla teoria delle Connessioni. - Deduzione autonoma
del carattere tensoriale dei sistemi quadrupli di curvatura.

Nota di Luier CasroLpi (a Genova).

Sunto. - Si stabilisce un legame tra i sistemi quadrupli di curvatura rela-
tivi a due connessioni — di cui una simmelrica e del resto qualungue —
in una medesima varieta topologica Xn, e se ne deduce autonomamente
il carattere tensoriale.

1. Sia X, la varieta topologica di » variabili reali x* (¢=1, 2, ..., n)
ed (L) una connessione lineare, di coefficienti L;;*, assegnata in X, .
I1 carattere tensoriale del sistema quadruplo

Lij* = 2(0uLyw* + L )" Lyw') =
Lt
=2Vl (1)
risulta notoriamente dalle formule di commutazione delle derivate
seconde tensoriali in (L) di un vettore arbitrario. Mi propongo di
ritrovare qui tale risultato con procedimento autornomo, cioe¢ indi-
pendente da ogni ente estraneo (qnale il richiamato vettore arbitra-
rio) alla struttura stessa geometrica attribuita ad X, mediante (L).
In tale procedimento sard dunque fatto solo ricorso ai coefficienti

della connessione assegnata o a parametri comunque atti a indi-
viduare tali coefficienti.

1)

(1) La scrittura dell’ultimo membro & conforme al simbolismo introdotto
da B. BompiANI in Geomelria differenziale, Roma, p. 90; e Geometria
degli spazi a connessione affine, « Ann. di Matem.», s. IV, t. XXIV,
1945, p. 257282. La L sovrapposta al simbolo di derivazione covariante
sta ad indicare la connessione rispetto alla quale essa va effettuata; e la
freccia diretta verso I’alto sta ad indicare che si opera tale derivazione
come se I'indice di Lj,* in alto fosse indice di controvarianza.
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Perverrd allo scopo partendo da una preliminare osservazione
e utilizzando alcune formule, per se stesse notevoli, che giovera
stabilire separatamente. A questo compito preparatorio & dedicato
il prossimo numero 2.

2, A) Lia accennata osservazione formale consiste in cid che,
se una connessione assegnata ha nulli identicamente in un parti-
colare riferimento tutti i coefficienti, & altresl nullo — mnon solo,
come & ovvio, in quel riferimento, bensi anche in un diverso
qualsivoglia — il corrispondente sistema quadruplo (1). In formule,
chiamando wnulla mnel riferimento adotiato la considerata connes-
sione, e designandone conformemente con N;* i relativi coeffi-
cienti, indi denotando con apici gli indici di grandezze relative a

un qualsivoglia diverso riferimento, dico che dall’ipotesi
2) Njpt =0,

immediatamente implicante in virta di (1),

@) Nijn =0,

consegue pure, genericamente,

3) Nijm* =0. .

Si ha infatti, in virta di (2), per formule note e con consuete

notazioni :
(4) er},/"" = wlj’h’wk'z 3 Nh'j'k,
e quindi

1 kN
(3) 5 Nivjw™' = @'pirywa™’y + @ngjae™1p la6%in +

+ Zwpjae? 112y p X o
Ma & identicamente
x”';wmi’p'w"',,, — al(xk/mxm'.,) — wk/mlwmi, —
—_ xk'lpxmi’ s

cosicché i due ultimi termini a secondo membro di (5) mutuamente
si elidono ed &, come s’era affermato:

1
(6) 5 Nirgw = &ejpiact’y = 0.

Risulta, incidentalmente, da (4), il carattere simmetrico, in un
riferimento generico, di una connessione nulla in un particolare
riferimento.

B) Tornando a una generica connessione (L) attribuita ad X,,
& noto che se (L) & una seconda siffatta connessione, ha carattere
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tensoriale il sistema

{7 Dift = Lij* — L'y,

detto divario (nell’ordine scritto) tra le due connessioni. In un
qualsivoglia riferimento in X, gli stessi coefficienti di (L’), assunti
affatto arbitrariamente, insieme alle componenti del tensore divario
— dopo cid univocamente individuato da (L) — possono assumersi
quali parametri atti a caratterizzare quest’ultima connessione. B
utile, per il seguito, riferirsi a una (L’), che diremo (I'') con coef-
ficienti I;* simmetrici rispetto agli indici in basso. Risulta allora
da (1) e (7):

1 Lt ot
g Lipn* == VLp* = VisLjp* + Dpanl*Lyjp! =

Ty IV
= Vit + VEDjp* — U ' Djp* — Uit Dn® +

®)
+ Dpij2[*Dj* + T'yy(n) Dip* =
1 I
=5 Ui + VDjw* + Diij2)" D
ossia
Iv |
) Lij* = ik + 2V Djw* + 2D Dy’

Si ha pure da (8):

1 1 L
®) 5 Lijn* = 5 T'ip* + Dy — Dps[1)"Djn’ +
+ Dy Du* + Disw ' Dijy* + Dis 3" Dy’
0ssia
(@) Lip* = Tija* +

L
+ 2V/Djp* + 2Dgin " Dip* + 2D  Din*

Le relazioni generali (9). (9') sono quelle annunciate alla fine
del numero 1.

3. Si supponga ora nulla nel riferimento adottato, e denotata
con (N), la connessione (I'). Ricordando Y osservazione A4) del
numero 2, le relazioni (9), (9) con corrispondenti ovvie notazioni
e indipendentemente dalle coordinate adottate, assumono le forme
ridotte :

N N N N
{10) Lijp* =2V Djp* + 201 Dy,

L N N N N
{10 Lijp* = 2V Djp* + 2Dg n ' Djp* + 2Dp5) Din*.
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Queste relazioni forniscono immediatamente, per via autonoma,
una espressione tensoriale del sistema quadruplo di curvatura. In
particolare, mel caso di una connessione Riemanniana, risulta
autonomamente stabilito il carattere temsoriale del sistema qua~
druplo dei simboli di RIEMANN.

4. Tornando, dopo cid, alle formule generali (9). (9) giox'a,—;iia-
vare che la loro stessa struttura mostra ormai chiaramente l'inva-
rianza dei secondi membri di fronte a qualsivoglia cambiamento
di connessione (I"). B possibile usufruire di tale proprieta facendo.
corrispondere, con legge a priori arbitraria, una diversa connes-
sione (I') a ciascun diverso sistema di riferimento; ben mnotando
che con c¢id andra generalmente distrutto il significato temsoriale
dei singoli terymini dei secondi membri nonche delle stesse opera-
zioni ivi indicate, senza che nulla ne risentano le corrispondenti
somme. In particolare, si pud convenire di associare a ciascun
sistema di riferimento la corrispondente (N) nulla (). Con tla;le

scelta, per cui valgono le formule (10), (10), le componenti D;*
del tensore divario si mutano negli omonimi ceefficienti IL;* di
(L), mentre le derivazioni tensoriali si riducono a quelle brdinarie.
Dalla relazione (10) si ricade cosl nella originaria definizione (1}
del sistema quadruplo di curvatura.



