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SEZIONE SCIENTIFICA
BREVI NOTE

Determinazione dei limiti per n — oo degli estremi relativi
dell’ nesime polinomio di Legendre.

Nota di FranNcesco G. Tricomr (a Torino).

Sunto. - Si dimostra che © limiti indicati nel titolo coincidono coi ¢ primi
estremi relativi di Jy(2), cioé coi valori di questa funzione mei primi
zeri di J,(2).

1. In una Nota recentemente apparsa in questo Bollettino (') G.
Virnari dimostra che, se si indicano com ), ., thg, n, vs ey, 1
valori assoluti dei sucessivi estremi (massimi o minimi) dell’ nesi"e
polinomio di LEGENDRE P,(x) allorche si percorre in verso negativo
Vintervallo fondamentale (— 1, 1), per r fisso, si ha

‘(1) 111]1 l“’r m— hr = 0

N —- 00
e, in particolare, che &
@) h, > 0,39983, h, > 0,29408.

Scopo della presente, brevissima Nota & di far presente come,
sfruttando molto parzialmente i risultati ottenuti in un mio pre-
cedente lavoro (%), sia possibile deferminare esplicitamente h,.

(1) Vol. (3) 7 (1952), p. 421.423.
(®) F. G. Tricom1. BExpansion of the Hypergeometric Function in Series of

Confluent Ones and Application to the Jacobi Polynominals, Comm. Math.
Helvetici 25 (1951), 196-204.
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Precisamente si trova che
(3) hr=iJ0(jl;r)|:

avendo indicato con j,,, I’r**° zero (a partire dall’origine) della
funzione di BessEL J,(#). In particolare risulta

(4) h, = 0,4028 , h,=0,3001

d’accordo con le (2).

2. Occorre anzitutto determinare (asintoticamente) le ascisse in
cui si verificano gli estremi di P,(x), cioe, servendosi di classiche
notazioni, gli zeri di

n—*—lp(1 1)( 2)

2 P@)= %) =
che, usando le stesse notazioni di ViLvLari, indicheremo «, , .,
(r=1, 2,..., n—1) essendo

1>°(’1,n>°{’2,n>"'>an—),n>—1-

Nel mio lavoro cit. si trova una formula: la (25) che, unita-

mente alla (21), permette di determinare gli « ultimi » zeri di P} e

e meno di un resto dell’ordine di »—% Qui basta perd temner conto
del solo primo termine della (25) che essendo ora a =8=—=1ed »
cambiato in # — 1, fornisce immediatamente (per + fisso)

(5) o, =1 —’2’%’; + Om4).

3. Per calcolare il valore =y, , di P,(x) corrispondente ad
x=uw,, , occorre servirsi anche della (29) del mio lavoro cit. che,
limitata al solo suo primo termine, assume l’aspetto

4 \n+1 - 2n+1 1 —x
(6) PM(W) = (m) e—él(ln-fl)[Jo(zVE) -+ O(,n/—Q)]’ E: ( 3 ) 3 x-
Per x = «,,,, in forza della (5), risulta
E 0N, 1
™ s =1 I+ 5+ O]

mentre, d’altro lato, si ha

.71,,

log [1 + Om=7)].



DETERMINAZIONE DEI LIMIFT PER % —> oo DEGLI ESTREMI RELATIVI, ECC. 109

Pertanto possiamo scrivere che

( 4 .)”+le-—5/(2n+l) —_—

x -+ 3

Bt [n+1—n——%+0(n-l)]‘=exp gjg"'[l-*— O(n—! )]%

e ce n’ & molto pilt di quanto occorra per concludere che la pre-
cedente espressione tende a 1 per n — oo. Ma, d’altra parte, dalla
(7) si deduce che

lim §¢= lim 7 i; ,[(n 4;&1/2) -+ O(n‘?)] ‘7 LER

97— 00 N ~— 00 4:

dunque dalla (6) pud desumersi che

(8) nlilfl Pn(ar, n) = Jo(jl: ")
cioe che
9) h, :Mli]i“ | Pu(,, ) | = | Jold1, ) |

come volevasi dimostrare.

Si noti infine che riferendosi alla (8) invece che aila (9) si avra
il vantaggio di poter decidere se I’estremo di P,(x) che si considera
& un massimo (J, > 0) oppure un minimo (J, < 0).



