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Funzione generatrice
dei prodotti di due particolari polinomi di Jacobi.

Nota di ALESSANDRO OSSICINI (a Roma).

Sunto. - Si determina la funzione generatrice dei prodotti di due partico-
lari polinomi di JACOBI partendo da uno sviluppo relativo al prodotio
di due funzioni di BESSEL di prima specie.

a) Consideriamo lo sviluppo ()

JP-(az)J v(bz) ==
1 1 1 2m .
f@+1) meo TmIT(p 4+ m 4 1) ;

ove J,(?) e F(o, B, v; x) rappresentano rispettivamente la funzione
di BeEssEL di prima specie e la serie ipergeometrica di GauUss.

Per a=ia e y.:.% tenuto conto che

1
I — — fe? — e—=] (? ;
@=le =10
x
® P o= —aF (s — b 15 ) O
la (1) diviene
b
%7_:) [ea: —_ e—az] P
3) (%)M-H Zrmtvl 5 .
= X " (a’+ b?)’"F(—m, M4V 5,0+ 1; Tﬁ) .
m=0 | ( _) a*+
m!Tlm + 5

(1) Cfr. G. N. WaTsoN, A Treatise on the theory of Bessel functions,
(Cambridge, 1948), p. 148.

() Cfr. G. N. Warson, op. cit. (1), p. 80.

(3) Cfr. A. Grax e G. B. Marurws, 4 Treatise on Bessel functions,
(Liondra, 1931), p. 256.
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Dalla (3) si ha

% f [e—ta—@2 — g—ta¥a:] (ba)],(co)ds =
kg
) '

2

3
F{—m, m+v+ 5 v+1; —) [ e~ ¥ tetL] (cz)dz.

1\2m+v
(_) (a2+ b:)m
8y at+b

2

= 3

"=0 41 I‘(m +g>

Il primo integrale, tenuto conto della (%)
(9) [ e %] (b2)J (c2)dz =
o

1 ()\? + b% + c’)
mVbe v—% 2be ’

ove @ , rappresenta la funzione di LEGENDRE di seconda specie,
o—1
2

& uguale a

V_l: f [e—t4=D= — e—(at =] ] (be)],(cz)dz =
ki
0

(6
) 1 { (g—ap+b*+ ¢ (g+ a)* +b* + ¢
=3 ¢ *( 2b —Y% s 2b '
e [4 v— 5 c
=2\/be
Per il secondo integrale (di HANKEL) si ha (%)
fe—qzzz'iz+u+lJu(cz)dz —
¢ ,
"t "r@m + 20+ 2
(2 ¢ 2m + 20+ 2)

3 —ct
= @I (Y + 1) Flm+v+1, m+’v+§,'v+1, —q; .

Se si tien conto anche della (2) la (7) pud porsi sotto la forma

fe—qzz!/lt+v+lJv(cz)dz —
®) ’

1 \?
q(é.c)

3 c*
— 2 2 —m—v—-s- — [ —
=~ +_1)1"(2m+2v+2)(q +c?) 2F<—m, M+0+ 5, v+1; o qg)’

\*) Cfr. G. N. WaTsoN, op. cit. (4), p. 389.
(5) Cfr. G. N. WarTsoN, op. cit. (1), p. 385.
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e quindi

L AQ l<(q — a);;; b* + c’) _ Q,v_ i<(q —+ a);;; b+ c’)]
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Questo sviluppo, se si utilizza la formula di duplicazione del
LEGENDRE (%)

22"“11‘(.2)1“(2 + é)-) = I‘( %)F@z),

diviene
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(6) Cfr. G. SANSONE, Legioni sulla teoria delle funzioni di una varia-
bile complessa, Vol. I, (Padova, 1950), p. 186.
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e introdotti i polinomi di JacosrI (7)

(1) P2

_Tln+a+1)
T m!T(e—+1)

1—
F(—m,m+o¢+(3+1,a.+1; ®

=)

si conclude |2 |<<1 |y|<<1l|z|<|x+y —1— Viz+y)le+y—2)|,
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o d) [t
0 R
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i
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{Q (z-«—l—-\/MTy)) .
(13 7‘(\/3(1—‘”)(1“ y)')“% V(1 + 2)(1+y) =3 Va(l — o)1 —y)
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1
—_ s+l +\/mj 1_.~ S B(m +1 i m (v’ ;) (v’ ;)

ove B & la Beta euleriana di prima specie (%)
1
b) Nel caso particolare v=g3 poiché abbiamo (%), (*)

1 x+ 1
Qo) =5 log —,

3
. ar(m + o
PSE’ 2)(:l:) = \m " )

2

o DI (E)V,,,(x)’

(") Cfr. G. SaxSoNE, Equazioni differenziali nel campo reale, Parte
prima, seconda’ edizione, (Bologna, 1948), p.-150.

(8) Cfr. G. SANSONE, Sviluppi in serie di fumzioni ortogonali, (Bolo-
gna, 1949), p. 279.

(%) Ctr. E. W, HossoN, The theory of spherical, and ellipsoidal harmonics,
(Cambridge, 1931), p. 65.

(1%) Cfr. G. SANSONE, op. cit. (8), pp. 386-390.
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ove V,(x) indica il polinomio di TcHEBYCHEF di seconda specie,

la (18) diviene jx|<<1, |y|<1, |2| <1,

1 o 2+ 1—2xyz + 26V({1 — )1 — y') _
(14) 222V — )1 —y? & #*+1—2xyz — 22V (1 — (1 — o?)
=3 V@V

m:Om -+ 1 .m

Posto x =cos ¢ y =sen{ a causa della (‘)

sen (m —+ 1)u

V,.(cosu) = Son

si ha (|z]| <'1)

1 1 #'+1—2zcos(p+¢)
2%z sen ¢ sen ¢ ogz’+1—2zcos(?—up)—

(1) :
2z sen(m + ljp sen(m + 1)¢
P T | sen ¢ sen ¢

Allo stesso sviluppo (15) si perviene ponendo * =1 nella ('?)

1 1
FOT22" V(L = @)1 — v

1+ 2 — 2yxz )

Q“’(zzm —al—g)

S _mt Lot
=2, @ AP )

Per ¢ =0 abbiamo

lim 2+ 1—2zcos (o +¢) 2%z sen o
g0 sSED Y g22+1—2zcos(<p—q¢)_,1+z*——22(:os<p’

sen (m + 1}

lim —=m+ 1,

) sen ¢

(14) Cfr. G. SANSONE, op. cit. (8), p. 386.

(2) Cfr. A. OssiciNI, « Bollettino della Unione Matematica Italiana »,
1952, Gruppo IV, Serie III, Anno VII, N. 3, p. 318, Funzione generatrice
del prodotto di due polinoms ultrasferics.
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quindi dalla (15) si ha (| z| < 1)

1 S psen(m—+ 1) o
(16) 1+22—2zcos9 _m}ioz sen ¢ )

che & la -funzione generatrice dei polinomi di TcHEBYCHEF di
seconda specie.
¢) Dalla (1) si possono ottenere altri-sviluppi.
Cambiando z in Vz e p in v la (1) diviene

T(aVa)T(bV2) =
(17) (— 1)'"(5 a)m
= 33 (ab)? OZO 2 z"‘*"F(— m, —v—m, v+1 E) .
22T (v + 1) g m ! T(v+m+1) ’ ’ > a?

Se teniamo ora conto delle (M), ('%)

oo

T 1
fe—hzzmdz — _(;:;%1) s
0
> - - 1 _ e+ fab
—kz ' —_— __
f eI (a VAT bV A)de = &~ i I.,(g,c),
0
dalla (17) si ha

/ e~ J (aVa) (bVz)dz =
0 .

( 1) 1 \2m

— 1) =za oo

(ad)’ £ (2 ) ( b* [ —Rsgm-toug,
28T (v+1) mz=om!F(m+v+1)F(~m' —v—m, o+l o / eTEe

e quindi

1 _ab (gh
-ke 2k L’(g—k)

(ab)” w (— 1),n<% a)zm

T OO + 1) o m ! kP FOE

2
F(—-m, —v—m, v+ 1, ?).

(#3) Cfr. G. SANSONE, op. cit. (8), p. 386.
(44) Cfr. A. GHizzETTI, Calcolo simbolico, (Bologna, 1943), p. 275.
(15) Cir. A. GHIzzZETTI, op. cit. (14), p. 289.
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2 _
Posto k=1, -b7:~1—‘—w, b*=2z(x— 1), per la (11) si ha (|x|<1)
a? 2

2(x—38)
e 7 LVl —a)=
(18) v oo zm

. _z_ YRR \ (v, —20—2m~1)
= ( Va1 — x)> mz=0 TR (@).

Un’altra funzione generatrice relativa ai particolari polinomi
. (v, —20—2m—1) . . . .
di JACoBI Py, (x), gia determinata in una mia nota prece-
dente (%), pud ottenersi dalla (18) mediante una trasformazione di
LAPLACE.

Infatti poiche (')

o Q,_ %(k)

I e
Of L) Vi

dalla (18) cambiato # in za e diviso per Vz si ha

bed A—B[ 1+ a___(w——%})

e S
0/ T—- I(zaV2(1 — x))dz =

. (\/ 2(1 — .’B})” o0 a""“’PiZ' —So—tm~—1) (w) —2 Mt e -"d
= 2 m—0 T(m + v+ 1) e 20
0

e quindi per le (19) e (14)

2’0+ L

v;wv‘auhix»w; Q(Vz(f:—m[; ) =

A
b n plo —2o—2m—1)
me0 LM + v+ 1) " )

(*¢) Cfr. A. OssiciNI, op. cit. (12), pp. 318-320.
(47) Cfr. G. N. WATSON, op. cit. (1), p. 387.
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Posto 2 =« ed usata la Beta euleriana di prima specie si con-

clude (%) |x|<1 Hz<1'

4
B S (Frdzd)
(20) (z\/2(1_x))’°+% v—3\22V2(1 —a)

1 0. —20—2m—
=23 B(m+'v+—, é)zmp(m. 2v—2m 1)(:1:).



