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Funzione génératrice

dei prodotti di due particolari polinomi di Jacobi.

Nota di ALESSAETDRO OSSICIKI (a Eoma).

Sunto. • Si détermina la funzione génératrice dei prodotti di due partico-
lari polinomi di J~ACOBI partendo da uno sviluppo relativo al prodotto
di due funzioni di BESSEL. di prima specie.

a) Consideriamo lo sviluppo (*)

2m { b2

ove Jk(z) e î (oc, p. y; x) rappresentano rispettivamente la funzione
di BESSEL di prima specie e la serie ipergeometrica di G-ATJSS.

Per a = ia e ^ = ^ tenuto conto che

(2) JP(«, p, y ; x) = (1 - aj)-»^», Y - p, Y ; ^ - j ) (») :

la (1) diviene

(3,

f1) Cfr. Q-. ü . WATSON, A Treatise on the theory of Bessel functionSj
(Cambridge, 1948), p . 148.

(2) Cfr. G-. N. WATSON, op. cit. (M, p. 80.
(3) Cfr. A. GRAY e G-. B. MATHEWS, A Treatise on Bessel functions,

(Londra, 1931), p. 256.
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Dalla (3) si ha

(4)

II primo integrale, tenuto conto délia (4)

,5)

ove Q 4 rappresenta la fnnzione di LEGEKDRE di seconda s-pecie,

è uguale a

V Ti
(6)

1
26c

Per il secondo integrale (di H A N O L ) si ha (5)
oo

/ e-«^2"'+"+1JB(cs)d0 =

(7) v °
gf)V(2W-+-2,+ 2)

Se si tien conto anche délia (2) la (7) puö porsi sotto la forma

/ e-**2*m+v+lJv(cz)d8 —

Cfr. a . N. WATSON, op. cit. (J), p. 389.
Cfr. G. N. WATSON, op. cit. (*), p. 385.
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e quindi

L
„ ... 2&c

•n2aq(bc)"

(9, PICH-Dpi m ! r ( m + )

Q2)-m-w-fr(2w -+- 2v -h 2)^f— w, m + v'-k- Q, v + 1,

X i?7^» m,

Qaesto svilappo^ se si utilizza la formula di duplicazione del
LEGEKDRE (Q)

diviene

26c

(10)
3 \

\ 2)

3

E posto

«3 . 7»* 1 ^ 1 o/>2 *i — Q — c t
a - + - o — 1 , x — 1 — --o , # _ . ^ C J , c —

(6) Cfr. Gr. SANSONEJ Lezioni sulla teoria delïe funsioni di una varia-
UU complessa, Yol. I, (Padova, 1950), p. 186.
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e introdotti i polinomi di JACOBI (7)

si conc lude | # | < 1 | t / | < l | # | < j # H- # — 1 — \{x -i-y)(x-hy—2) |,

k. if

o pure

(13)

ove B è la Beta euleriana di prima specie (8).

h) Nel caso particolare v = ^ poichè abbiamo (9), (I0)

1
= ^ log

/
2T[m

(7) Cfr. Q. SANSONB, Equazioni differenziali nel campo reale, Parte
prima, seconda edizione, (Bologna, 1948), p. 150.

(8) Cfr. G. SANSONB, Sviluppi in serie di funzioni ortogonali, (Bolo-
gna, 1949), p. 279.

(9) Cfr. E. W. HOBSON, Thetheory of spherical, and ellipsoïdal harmonies,
(Cambridge, 1931). p. 65.

(10) Cfr. Gr. SANSONE, op. cit. (»), pp. 386-390.
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ove Vm(x) indica il polinomio di TCHEBYCHEF di seconda specie,
la (13) diviene | x | ̂  1, | y | < 1, | « | < 1,

— 2xyz — x*)(l - y'j

- 2x1/0 - 20 V (1 - ^)(1 ~

= 2

Posto o? =

si ha ( | s | < 1)

(15)

= sen ̂  a causa della

sen (m -H 1

sen

2* -+- 1 — 28 COS (<p -H ̂ )
*̂  sen cp sen b °^ s* -+- 1 — 2^ cos (<

^ 0m sen (m -+- l)cp sen (m

sen

Allo stesso sviluppo (15) si perviene ponendo A = l nella (12)

Per ^ = 0 abbiamo

Hm cos sen
sen <|/ H- 1 — 2g cos (<p — 0* — 2^ cos

sen

(4i) Cfr. G. SANSONE, op. cit. (»), p. 386.

(i2) Cfr. A. OSSICINI, «Bollettino della TJnione Matematica Italiana »,
1952, Gruppo IV, Serie III , Anno VII, JST. 3, p. 318, Funeione génératrice
del prodotto di due polinomi ultrasferici.
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quindi dalla (15) si ha ( | z | < 1)

(16) , r\ = I . - s e n ( m H - 1 ) y (•»),
7 1 -+- #2 —20 cos cp m=0 sen cp l "

che è la • funzione génératrice dei polinomi di TCHEBYCHEF di
seconda specie.

c) Dalla (1) si possono ottenere altri sviluppi.
Cainbiando z in Y# e p in v la (1) diviene

(17) ,_„. _ l-l)|aj" ¥

Se teniamo ora conto délie (u), (16)

1)r r(i +
J g— ' iZ^Q /Q ^ ^ ^

d7

dalla (17) si ha
OO

f - A a

e quindi

1 _^±'(ab
tv \un/

(i3) Cfr. G-. SANSONE, op. cit. (8), p. 386.
(") Cfr. A. GHIZZETTI, Calcolo simbolico, (Bologna, 1943), p. 275.
(15) Cfr. A. GHIZZETTIJ op. cit. (**), p. 289.
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Posto fc = l , ^ = — ï p \ b* = 2z(x— 1), pe r la (11) si h a (|aï

_ gfqg-3)

e 2 jt,(eV2(l-aï)) =

Un'altra funzione génératrice relativa ai particolari polinómi
di JACOBI Pm~ V~ m~ {po), già determinata in una mia nota précé-
dente (!6), puö ottenersi dalla (18) mediante una trasformazione di
LAPLACE.

Infatti poichè (17)

dalla (18) cambiato z in 0a e diyiso per V^ si ha

oJ

\ 2 ) mto Hm + « -4-1) J e

e quindi per Ie (19) e (14)

- S

(*«) Cfr. A. OSSICINI, op. cit. («), pp. 318-320.
(») Cfr. G. K WATSON, op. cit. (*), p. 387.
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Posto z = a ed usata la Beta euleriana di prima specie si con-

clude (J8) \x\ < 1 |» i < T

—I^-i
(20) (0\:s(i — x))v+i V 2

1 1


