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Soluzioüi periodieke di una equazioue differenziale
del seconde ordine.

Nota di A. DE CASTBO (a Firenze).

Sunto. - Si dimostra sotto opportune ipotesi V esistenza di almeno una
soluzione periodica per V equa&ione differenziale x-Hf(Xj x)x -4- g(x) = 0.

1. Consideriamo 1' equazione differenziale

(1.1) x H- f{x, x)x -+- g(x) = 0

equivalente al sistema del primo ordine

(1.2) x = v9 i = — f(x, v)v — g{x)

dove f(x, v) e g(x) sono funzioni continue e lipschitziane in ogni
dominio limitato, e dimostriamo che (1.2) ha almeno una soluzione
periodica se si verificano Ie condizioni seguenti :

*) f(0, 0 ) < 0 ;
ii) xg(x) > 0 per x =j= 0 :

Ui) per I x \ > xQ è | g(x) \ -h- f{x, v) \ v | > e > 0 ;
iv) infine è verificata una almeno delle seguenti condizioni

a) esiste un numero R > 0, tale che è

f{x, v) -H f{x, —v)>0 pe r \x\-i-\v\>R;

b) esistono due numeri a, b, b>a>0 tali che è

f(x, v) -+- f(x, — v) > 0 per | x \ ̂ > a e per qualunque v,

b

I /(x, v)dx > OL > 0

—a
i'

per qualunque funzione v(x), v(x) > N (N arbitrariamente grande).
Posto

consideriamo 1' energia associata al moto rappresentato da (1.1),
cioè la funzione

u(x, v) = 2 vl -f- G(x) ;
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s ara

— — v v -+- g(x)v = — v'2f(x, v)

perciö u(x, v) è una funzione di t crescente se x, v appartengono
a un intorno di (0, 0) abbastanza piccolo, e nessuna integrale di
(1.2) passa per (0, 0) quando t cresce. Dimostriamo che, prëso un
punto iniziale (6, vx) convenientemente, la corrispondente curva
integrale di (1.1), che come è noto ha la forma di spirale, si avvicina
a (0, 0). E dopo questo è sufficiente applicare il teorema di BEN-
DixsoN per concludere la dimostrazione.

2. Oominciamo con il caso a), Innanzitutto è evidente che qua-
lunque sia il numero E si puö ottenere per scelta conveniente di vY

un arco in forma di spirale taie che sia in un giro | x \ -+- | v \ > R.
Giö premesso, 1? equazione differenziale delle caratteristiche è

è evidente che se fosse

f{x, v) + f(x, —1?) = 0

Ie curve integrali dalla (2.1) sarebbero simmetriche rispetto al-
Tasse 0X

Essendo
f(x, v) -*- f{x, —v)^>0,

per due punti dello stesso arco di una curva integrale, P e P '
(xp = xpn vp>0, vF= — vp/J | xp | -+- vp> B) sarà

i
\dxp

r
dvp = — U(xp, vp)

dvpf = - lf(xp, vp
L

dx
p,

e pertanto per xp > 0, dxF < 0, dxp, > 0 sarà

e per xp < 0, dxp > 0, dxpt < 0 sarà

dvp dvpr

e perciö la forma della curva integrale sarà quella prima dichiarata.
Abbiamo cosi dimostrato il teoremà nel caso a).
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3. Nel caso b) è anzitutto evidente che qualunque sia il nu-
mero N si puö scegliere *ox cosï grande che la corrispondente
curva integrale abbia maggiori di N i valori assoluti délie ordinate
dei punti di ascissa se, — q < a ; < & ,

Ciö premesso, consideriamo la curva integrale PXP%P3P4P5 (vedi
figura) sia P{ = (6, vt)} i = 1, 2, 5 ; P£ = (— a, v,-), i = 3, 4, e di-
mostriamo che, preso convenientemeute il punto iniziale Pj (b, vx)
per la corrispondente curva integrale è v5 < v1.

Corne sopra si dimostra che si ha

(3.1) KI-^Ï

(3.2) « 4 - h , 1

Integrando la (2.1) fra P8 e P3 si ottiene

—a —a

r8 — v% = - J f(x, v)dx —j ^ dx

da cui

(3.3)

—a —a

1^1-1^1= ff(x, v)dx -h ƒ ^
b b

b



SOLUZÏONI PERIODICHE Dl UNA EQUAZ1ONK DrFFERFNZJALF., ECC. 29

In P4P5 si ha come sopra
b b

~dx
—a — a

(3.4) < — a -+-

dx

G(-a)

Sommando Ie (3.1), (3.2), (3.3) e (3.4) si ha

Glb) — G(— a)

perciö basta che sia

G(b)-G(-a)

perche il teorema sia dimostrato.
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