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Soluzioni periodiche di una equazione differenziale
del secondo ordine.

Nota di A. DE Castro (a Firenze).

Sunto. - S¢ dimostra sotto opportune ipotesi U esz‘gtenza di almeno una
soluzione periodica per U equazione differenziale x4 f(x, x)X + g(x)=0.

1. Consideriamo 1’ equazione differenziale
(1.1) x + flx, )z + glor) =0
equivalente al sistema del primo ordine

(12) x=v, v=—f(, v)—gx)

dove f(x, v) e g(x) sono funzioni continue. e lipschitziane in ogni
dominio limitato, e dimostriamo che (1.2) ha almeno una soluzione
periodica se si verificano le condizioni seguenti:

@ f(O0, 0)<0;

i) wg(x) >0 per x=3=0:
#i) per [x|>x, & |gle)| + flx, v)|v|>e>0;

) infine & verificata una almeno delle seguenti condizioni

@) esiste un numero R > 0, tale che &

flx, v) + fl@, —v)=0 per |z|+|v|=R;
b) esistono due numeri a, b, b=a > 0 tali che &

fla, v) + f(x, —2)=0 -per |xz|=a e per qualunque v,

b
/f(oc, v)dx =>a >0

per qualunque funzione v(x), v(z) > N (N arbitrariamente grande).
Posto

Gla) = f g &
0

consideriamo 1’ energia associata al moto rappresentato da (1.1),
ciod la funzione
1

ulx, v) = 5 v+ G(x);
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sara

%: v + glajp = — v¥f(x, v)

percid u(x, v) & una funzione di ¢ crescente se x, v appartengono
a un intorno di (0, 0) abbastanza piccolo, e nessuna integrale di
(1.2) passa per (0, 0) quando ¢ cresce. Dimostriamo che, preso un
punto iniziale (b, »,) convenientemente, la corrispondente curva
integrale di (1.1), che come & noto ha la forma di spirale, si avvicina
a (0, 0). E dopo questo ¢ sufficiente applicare il teorema di Ben-
DIXSON per concludere la dimostrazione.

2. Cominciamo con il caso a). Innanzitutto & evidente che qua-
lunque sia il numero R si pud ottenere per scelta conveniente di v,
un arco in forma di spirale tale che sia in un giro x|+ |v| > R.
Cid premesso, 1’ equazione differenziale delle caratteristiche &

@1 W et ) — 99

¢ evidente che se fosse
f(xa 'v)+f(x, —’v):O

le curve integrali dalla (2.1) sarebbero simmetriche rispetto al-
Passe 0X.
Essendo

f(.%', U) +f($, —v)20,

per due punti dello stesso arco di umna curva integrale, P e P’

(@p=2p, vp>0, vp=—vp, |xp| + vp> R) sard
(x,
dvp = — [f(xP, vp) +g'v_1) dx
P
g(xp/)
dvp, = — [f(xP, Vp,) + o }dxp,

e pertanto per x, >0, dx, <0, dxp, > 0 sard
dvp=|dvp, |

e ver xp <0, dep >0, dop <0 sara
dv, < | dvp,|

e percid la forma della curva integrale sara quella prima dichiarata.
Abbiamo cosl dimostrato il teorema nel caso a).
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3. Nel caso b) & anzitutto evidente che qualunque sia il nu-
mero N si pud scegliere v, cosi grande che la corrispondente
curva integrale abbia maggiori di N i valori assoluti delle ordinate
dei punti di asecissa x, —a<<ax << b.

Cid premesso, consideriamo la curva integrale P,P,P,P,P; (vedi
figura) sia P;=(b, v;), ¢=1, 2, 5; P,=(—a, v), 1+=3, 4, e di-
mostriamo che, preso convenientemente il punto iniziale P, (b, v,)
per la corrispondente curva integrale & v; <<w,.

R

Come sopra si dimostra che si ha

(3.1) |vg| — v, =<0
(32) v, — |v; | <<O.

Integrando la (2.1) fra P, e P, si ottiene

—Q —a
Ty — Vg = — ff(x, v)da —f‘@ da
b b

da cui

lfvzl—w,]-_-/f(w, v)dx—i—f%x)dx
b 13

b

gx)
< —a + | —dx
|

= ||
)

(3.3) s—«+%@.
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In PP, si ha come sopra

b b
vs—v4=-—/f(w, v)dw—{g—(,;}-x)dac

0
g—a—f@dx
v
—a

(3.4) < —a+ QLN—“) .
Sommando le (3.1), (3.2), (3.8) e (3.4) si ha
v, — v, £—2sc+~(-}'—(2)=—_—l~vqt—— “Z;

percid basta che sia

1 b —_ —_—
N> GH{b) — G( a)’
2%
perche il teorema sia dimostrato.
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