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Osservazioni su un teorema di M. Picone
relativo all’equazione Aw +- cu = 0.

Nota di Bruxo PinN1 (a Bologna) (*).

Sunto. - Si danno alcune estensioni di un teorema di M. P1CONE sui punti
singolari delle soluzioni dell’ equazione Aun 4+ cu=20.

Sia A un campo dello spazio éuclideo S, ad » (=2) dimensioni,
di cui P(x,, «,, .., x,) sia un punto arbitrario. Se «u(P) & una fun-
zione definita in 4 ed f(P) & una funzione definita sulla frontiera
di 4, 34, scrivendo
_ w(P)=f(P) su 34
s’intende che
lim w(P)= f(P,)
P— Py
Pca
per ogni punto P, della &A4.
Sia C(P) una funzione definita in A ; si dird che u(P) &, in A4,
soluzione dell’equazione
(1) Ay + C(Pyu =20

se essa & ivi continua e dotata delle derivate che compaiono in Awu,
e verifica la (1).

(*) Lavoro eseguito mel Seminario Matematico dell’ Universita di
Bologna.
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M. PicoNkE ha provato il seguente teorema ('):
I. Supposto il campo A limitato, di diametro 8, fissati su FA
p punti P,, P,, .., P, e, corrispondentemente, y. numeri posilivi

Uy Ugy ey %y, 04 SOMma o, convenendos di indicare con r; la distanza
PP;, e posto

ﬁi % per mn>2
1
WP)=1 . e3\%;
11, (lg;) per n—=2 (e numero di Nepero),
1 i

une soluzione u(P) in A di (1) é ivi identicamente nulla se

uP)
(!)(—P)— 0 su 844.,
OL(L_s—?:ﬂ per n=>2 d4<n—2
C(P)< m A
a(l—sj—a-) per nw=2, o<1

F. Leya () ha dato il seguente perfezionamento della proposi-
zione di M. PICONE :
II. Se u(P) é una soluzione dell equazione (1) in A, posto

s i— rio per n>2
1
ol(P) = 13 3\
2, (lg —) per n=2
1 r;
ove 3 > diametro A, se &
u(P)
;(—P)MO SU 3A,
/ -9
oi(n—sz—i) per n>2, 0<o<<n—2
C(P)< o1 — et in A

53 per n=2, 0<a<l,

allora ¢ uw=0.

(1) M. PicoxEg, Intorno alla teoria di una classica equazione a derivate
parziali della Fisica-matematica. « Annales de la Soc. Polonaise de Mat. »,
t. XXI (1948), 161.169 ; cfr. anche dello stesso Autore: Sur la théorie d’une
équation aux dérivées partielles classiqgue de la phisigue mathématique,
« Comptes Rendus de ’Acad. des Sciences ». Paris, t. 226 (1948), 1945-1947;
e Sulle singolaritiv delle soluzioni di una classica equazione a derivate
parziali della fisica matematica, « Atti del 3° Congresso dell’ U. M. I »,
Roma 1951, 69.71.

(®) P. Lesa, Remarques sur le travail précédent de M. Picone, « Anna-
les de la Soc. Polonaise de Mat.», t. XXI (1948), 170-172.
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Nei numeri seguenti riportiamo alcune osservazioni sulle pre-
cedenti proposizioni.

I. Cominciamo con !’osservare che il risultato di M. PicoNE &
ancora valido se si suppone che g% gi annulli in media, anziché
puntualmente, sulla JA4. Con c¢id si viene contemporaneamente a
provare che ’unicitd della soluzione del problema generalizzato
di valori al contorno di G. Crummino (%)) per le equazioni lineari

“ellittiche del secondo ordine & valido anche se la funzione peso &
infinitesima (in una certa misura) in uno o pit punti della frontiera.

Sia tr un dominio dell’S,, che per semplicita supponiamo sem-
plicemente connesso; la sua frontiera sia una variethd regolare o
di cui }

%y )y (=1, 2,.., n)

Xy =; (%), %z, .nny

sia una rappresentazione parametrica regolare sul dominio rettan-
golare R.

Ad evitare complicazioni nelle formole, supponiamo che le x;
siano funzioni di classe 2.

Consideriamo le varieta :
a(?) : By =2 (%5 %y ey Gmy) + By, (t=1, 2,.., n)
per t > 0 abbastanza piccolo, essendo v,, v,, ..., v,, i coseni direttori
della normale interna. Fissato su ¢ un numero finito di punti P,,
Py,.., Py e nell’interno di © un numero finito di punti P,,,,
Pyrgyens Pyyyv, indichiamo con o,(f) la frontiera della ipersfera di
centro P,,; e raggio { e con (f) il dominio che ha per contorno
esterno off) e per contorni interni le oc,(f). Indichi V(P) una fun-

v
zione di classe 2 e C(P) una funzione continua in 1 —o¢ — %, P, ;
1

{(queste ipotesi, sovrabbondanti, possomo sostituirsi con quelle mi-
nime che assicurano la validith delle formole seguenti) e p un
numero > 1. Sussiste 1’identita

d v oQ
) m[[l V |rde + %}i [l V[ﬂdo-] :[(ﬁ | V|”>a‘t)daldocz oo oty )
a(t) o) R
kd 2n

v "\ n—2
+(n—1)"—2 %, (/ ) [|V|§im sen"—%) sen"—30,...send, _,d0,ds,...do, _, —

1 .

0 0

n (3T
—p ﬂ V]P—“’[VAV+ »—1) 3 (7) ]df
Tt 1 \0%;

(%) G. CmuMINO, Nuovo tipo di condizioni al contorno e nuovo metodo
di trattazione per il problema generalizzato di Dirichlet, « Rend. Circolo
Mat. di Palermo », t. LXI (1937), 177-220.
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| a:;i !

5

sentazione polare usuale assumendo per poli i punti Py ,,.
Supponiamo ora che «(P) sia soluzione di Auw + C(Pju =0 in

ove Q:(

2\1/2
) e si conviene di usare per le t(f) la rappre-

v
t—0¢—2;P,,; e sia o(P) una funzione sempre positiva in tale
1

. u .
campo, e convenientemente regolare. Se V::, in base alla

2 n A
AV + - ,‘—a—o-)- a_V+(_o: C)V:O,
[O3n aack ox;, )
si ha
s n oV
(3) —pf | V-2 VAV+(p—1)L.(ax) dr =
~(t) !
Aw 1 7 [ ow\?
=p[ 174+ 0+ e () Joe -
Tit)
| V|p—2z h P ow \2
—P(p )f o Z (m 5‘,;;5 - p— 1 axk) dr.
()
Tndicando con 7, la distanza PP, (P;=E§", £, ..., £,®) poniamo
ptv (1 \o
,-(;) per n>2, O<oa<n—2
(4) w(P)= '

i
Bty S\e
2; (lg;—) per n =2, l<a<1

e 3 > diametro 7.
Per n > 2, tenendo presente che

% (w0, — &)y — )
Z‘k e, =1



OSSERVAZIONI SU UN TEOREMA DI M. PICONE, ECC. 23

(per la diseguaglianza di LAGRANGE) e #; <8 qualunque sia 4, si ha

Aw 1 g ( w )2 ( ) ?z (Lfr)e+2
_— 3 [ | =«n -t —2) —————— —
» (p — 1w T¥\px, Pﬁ:(l/’ri)”

1

ptv n ) )
%ij (1/raj)e+t sz (2 — &), — 2kw)ﬁ"ﬂ”j

o2
I S| ”
i .
AR w | "
>« m(% -2 —p—__—i>> 8—’(%—2 —p_l).

Analogamente per » =2 si ha

ptv
S (g dfrye—2yre

A_w 1 2 (aw 2__ n _
I aaci) = ‘>Tﬂgj)“‘
ptv 2 1
o ?fj (g /7 1g djrj)o ity « 2y (@, — &), — )
ot g erry| i

ptv
2 (g 3fry)r2r2
= (1= 2] > o 1 2o
2 (1g 3/ ?

poiche r2(lg 8/r;)2 << 82/e2.
Tenendo presenti le (2) e (3) e questi ultimi risultati, si ha che:

. v
II1. Se u(P) & soluzione di (1) in ©—0c— 3, Pyyi, se p> 1,
1
allora le condizioni

u
)

lim ds = 0

t—e0

o(t)

T
uw

. 2n
lim t"—ﬂ( f )"” / o
t—e0
0 0

@ lodty sen"—?6, sen”—3%6,...senb,_,do db,...ds, ., =0,
k2 .
. =1, 2,.., v,
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dove o ¢ la funzione definita in (4) e 8 > diametro <, assicurano
che u(P)=0 se

S x(n—- 2 _1;3‘._11_1>/32 per n>2 0O<a<m—2)p—1)/p
O(P) <

?a(l——po_q_o_1>e‘2/8? per n=2, 0<oa<(p—1)p.

Si osservi che se P completata con l'assegnarle il valore zero

nei punti di s, & continua in tutto =, frontiera inclusa, potendosi
allora prendere p comunque grande, si ritrova in particolare il
risultato di PicoNB-LE7A.

2. Ritornando ora al punto di vista di PICONE, osserviamo che
P’infinito che costituisce la naturale «barriera » al teorema di
unicita & il logaritmo oppure Vinverso della potenza (» — 2)-esima
della distanza, secondoch® & » — 2 oppure n > 2.

Riferendoci per semplicith a un solo punto O della A4, e posto
OP =, moi potremmo ripetere il ragionamento di PICONE, impo-

.. %
nendo la condizione —— =0 su FA prendendo
)

p (1g k/p)1g™ kfp)~' per n=2
(!)( ) - (10“-2 lg(m) k/P)——l per n > 2

dove lg‘» ha il significato dell’operatore lg ripetuto me volte, m un
arbitrario numero naturale e & un corrispondente conveniente nu-
mero positivo; con cid noi permettiamo alla soluzione di (1) di
diventare « piw infinita » di quanto non sia ammesso dal teorema
di Prcong, permettendo a C(P) di essere positiva; anzi, a questo
- proposito, si pud osservare che solo ragioni di semplicith consi-
gliano di porre una limitazione superiore costante alla C(P), mentre

A
la maggiorazione naturale & C(P) << —To’), la quale, sia usando la

funzione di PicoNE come una di quelle indicate sopra, permette
alla C(P) di diventare anche positivamente infinita in O.

Aw
Ad ogni scelta di una funzione w tale che - < 0, resta asso-

ciata, in base al ragionamento di PiconNs, una funzione tale che
e . P

se la C(P) si mantiene ad essa inferiore ed & z)%: su JA,

allora & w(P)=0. Si ha cosi tutta una gamma di proposizioni del

tipo di quelle indicate. Ed & facile provare come sia possibile

raggiungere la funzione «barriera» costituita dal logaritmo o
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dall’inverso della potenza (» — 2)-esima della distanza. Cid & assi-
curato, ad esempio, dalla seguente proposizione :

IV. Se P, P,,.., P, sono punti della FA, posto PPi=ri,
8 > diamelro A, k=e%, ed ¢ un numero posilivo per cui sia
sempre 0 <e—+7r/28 <=%/2, i=1, 2, .., u, al variare di P in
A + FA, se

wWP)=0 su 34— 3, P,
1

wP)lgr;=0 P oi—1 9 jer n—2
au(P)rin—'z:O “ i3 (7/— y e [“‘) per %>2
e se
P [n? T k T T k
24:‘ [43,005 lg +28—rsen~§§ <lg—i-—2)
per n =2
k
Z cos lg—=
CP) <

¢ 2 T . T T
2‘1" Wseg 8+*2—8 +(%—3)‘WCOS E+§

u 1 Y

allora é u(P) = 0.

Per la dimostrazione non v’& che da ripetere il ragionamento
di PiconE, prendendo

& ;. k
i €08 5 lg"_'.- per n=—2
o(P) =

2

1

. | T

%i/’_i,—_g sen(s +§g) per n > 2.

Questo risultato comprende come caso particolare uno di

M. BreLor; questi ha provato (4 la proposizione precedente nel
caso di » =2 e C(P) continua e < 0.

(Y) M. BreLOT, Sur Péguation Au=c(x, y)u(x, y), ¢ >0, quand c(x, y)
admet des points singuliers; et une éguation de Fredholm correspondante
a noyau singulier, « Rend. Circolo Mat. di Palermo », t. 55 (1931), 21.49.



