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Osserrazioni su un teorema di M. Pi cône
relativo alPequazione Ate -h eu = 0.

Nota di Bïunsro P m (a Bologna) (*).

Suiito. • Si danno alcune estensioni di un teorema di M. PICONE sui punti
singolari délie solusioni delVequa&ione Au -+- eu = 0.

Sia A un campo dello spazio euclideo Sn ad n Q> 2) dimensioni,
di cui P(acM x2î ..., xn) sia un punto arbitrario. Se u[P) è una fun-
zione definita in A ed f(P) è una funzione definita sulla frontiera
di A, 3A, scrivendo

u(P) = f(P) su $A
s'intende che

lim u(P)^f(P{))
P — Po
PCA

per ogni punto P o délia $A.
Sia C(P) una funzione definita in A ; si dira che u(P) è; in J4,

soluzione dell' equazione
(1) Aw-4- C(P)^ = 0

se essa è ivi continua e dotata délie derivate che compaiono in \u,
e verifica la (1).

(*) Lavoro eseguito nel Seminario Matematico dell' TJniversità di
Bologna.
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M. P I C O W E h a provato il seguente teorema ( '):
I. Supposto il campo A limitato, di diametro S, fissati su $A

punti P j , P2 , . . . , Pjjt e, cor ris pondent entente, y. numeri positivi
, a2,..., a^, di somma a. convenendo di indicare con ri Za distanza

PPi, e

o(P) =
_ per n > 2

Iliflg— ) % per n = 2 (e numero di Nepero),

una soluzione u(P) in A di (1) è ivi identicamente nulla se

= 0 su

— 2 — a)
per n >• 2, a < w — 2

a(l — a ) in A
per — 2> a < 1.

F. LEJA (2) ha dato il seguente perfezionamento délia proposi-
zione di M. PICOTE :

II. Se u(P) è una soluzione delVequazione (1) in A, posto

s,- *•-« n > 2

M- = : 2

ove S > diametro A, se è

«(P)

a ( w _ 2 — a)
i

— 0 su 3 A,

in
per n > 2, O < a < ^. — 2

per n = 2< O < a < 1,

allora è u =s 0.

(£) M. PICONE, Intorno alla teorta di una classica equazione a derivate
parsiali délia Fisica-matematica. « Annales de la Soc. Polonaise de Mat. »,
t. XXI (1948), 161-169; cfr. anche dello stesso Autore: Sur la théorie d'une
équation aux dérivées partielles classique de la phisique mathématique^
« Comptes Rendus del ' Acad. des Sciences». Paris, t. 226 (1948), 1945-1947;
e Sulle singolarità délie soluzioni di una classica equazione a derivate
parsiali délia fisica matematica, « Atti del 3° Congresso dell'TJ. M. I. »,
Eoma 1951, 69-71.

(2) F. LEJA, Remarques sur le travail précédent de M. Picone, « Anna-
les de la Soc. Polonaise de Mat. », t. XXI (1948), 170-172.
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Nei numeri seguenti riportiamo alcune osservazioni sulle pre-
cedenti proposizioni.

1. Cominciamo con Fosservare che il risultato di M. PICOXE è

ancora valido se si siippone che . ^ si annulli in media, auzichè
w(P)

puntualmente, sulla &A. Con ciö si viene contemporaneamente a
provare che l'unicità délia soluzione del problema generalizzato
di valori al contorno di G*. CIMMUSTO (3) per le equazioni lineari
ellittiche del secondo ordine è valido anche se la f unzione peso è
infinitesima (in una certa misura) in uno o più punti délia frontiera.

Sia T un dominio dell'S^, che per semplicità supponiamo sem-
plicemente connesso ; la sua frontiera sia una varietà regolare s
di cui

Xi = xt (a,, a2,..., an-1), (* = 1, 2,..., ri)
sia una rappresetitazione parametrica regolare sul dominio rettan-
golare R.

Ad evitare complicazioni nelle formole, supponiamo che le x{

siano fanzioni di classe 2.

Consideriamo le varietà :

°(t) : xi = xi (oc,, a,, ..., aH_y) + ht, (f = 1, 2, ..., ri)

per t > 0 abbastanza piccolo^ essendo vM v2,..., vn i coseni direttori
délia normale interna. Fissato su c un numero finito di punti JPJ ,
P t J . . . , Pjjt e nell'interno di x un numero finito di punti P ^ , ,
P^+SJ-'-Î -̂ V-I-VÎ indichiamo con ^(t) la frontiera délia ipersfera di
centro Pp,+t- e raggio t e con T(£) il dominio che ha per contorno
esterno <r(t) e per contorni interni le <*$). Indichi V(P) una fun-

zione di classe 2 e C(P) una funzione continua in T — a- — St- P ^ *

(queste ipotesi, sovrabbondanti^ possono sostituirsi con quelle mi-
nime che assicurano la validità délie formole seguenti) e p un
numero > 1. Sussiste Pidentità

(2) | [ / | V\*d* + Z, ƒ |
{t $
[/ ƒ ] /

27T

£ U J
o ö

(3) G. CiMMiisrOj Nuovo tipo di condisioni al contorno e nuovo metodo
di trattasione per il problema generalizzaio di DirichleL « Bend. Circolo
Mat. di Palermo », t. LXI (1937), 177-220.
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ove 12 — I -— M e si conviene di usare per le x((£) la rappre-

sentazione polare usuale assumendo per poli i pimti P ^ , .
Supponiamo ora che u(P) sia soluzione di ku -+- C(P)u = 0 in

V

T — <J — Ŝ  -̂ V-M © sia w(P) una funzione sempre positiva in taie

campo, e convenientemente regolare. Se Y = —, in base alla

k dxk

si ha

(3)

— i>(^ — 1) / J ~ 2 J w r— ^—j

Tndicando con r£ la distanza PP{ (Pt = ^ (0^ 5$
(<>, ..., ?M

aî)ï poniamo

(4) co(P) =

^+v / 1 Va
2̂  I — I per n > 2 , 0 < a < n — 2

p.̂  v / g \ a
S, ^lg-J per » = 2, 0<a< l

e 8> diametro T.
Per n > 2, tenendo presente che

V
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(per la diseguaglianza di LAGO&ANGE) e rt < S qualunque sia, i, si ha

s,
= a ( w " a - 2 ) "i

p - 1 S,(
1

U.+ V

Analogamente per # := 2 si ha

[J.+V

1

2 t f (lg 5/n lg 8/r,)' 2» (aj4 -

p - 1 jl+v 12

S,(lg8/r,H

poichè r ^
Tenendo presenti le (2) e (3) e questi ultimi risultati, si ha che:

V

III. Se u(P) è soluzione di (1) in T — <r — SjP^+i, se p > 1,

allora le condizioni

lim f M
CÏC7 — 0

0 0

«-2 6, sen "~3 62... sen Ôn_s d6,d62 ...dô,,., = 0,
* = 1 , 2, ' .v , v,
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dove o* è la funzione definita in (4) e S > diametro T, assicurano
che u(P) = 0 se

G(P)<
7.L — 2 — - ^ j W 2>er n > 2, 0 < a < (n — 2)(p —1)1 p

Si osservi che se - , completata con Passegnarle il valore zero

nei punti di a, è continua in tutto T, frontiera inclusa, potendosi
allora prendere p comunque grande, si ritrova in particolare il
risultato di P Ï C O ^ E - L E J A .

2. Ritornando ora al punto di vista di PICOISTE, osserviamo che
Finfinito che costituisce la naturale « barriera » al teorema di
unicità è il logaritmo oppure Pinverso délia potenza (n — 2)-esima
délia distanza, secondochè è n — 2 oppure n^> 2.

Biferendoci per semplicità a un solo punto 0 délia &A, e posto
OP = p, noi potremmo ri pet ere il ragionamento di PICONE, impo-

nendo la condizione —pr=iO sa 3A prendendo

P e r n = 2

(pn"8 lg(wl) M?)'1 Per n > 2

doye lg(wj> ha il significato delFoperatore lg ripetuto m volte, m un
arbitrario numero naturale e k un corrispondente conveniente nu-
mero positivo; con ciö noi permettiamo alla soluzione di (1) di
diventare « pin infinita » di quanto non sia ammesso dal teorema
di PICON-E, permefetendo a C(P) di essere positiva ; anzi, a questo
proposito, si puö osservare che solo ragioni di semplicità consi-
gliano di porre una limitazione superiore costante alla C(P), mentre

la maggiorazione naturale è C(P) <. , la quale, sia usando la

funzione di PICONE corne una di quelle indicate sopra, permette
alla C(P) di diventare anche positivamente infinita in 0.

Aco
Ad ogni scelta di una funzione o> taie che — < 0, resta asso-

ciata, in base al ragionamento di PICONE, una funzione taie che

se la C(P) si mantiene ad essa inferiore ed è —p- = 0 su &A,

allora è u(P) s= 0. Si ha cosï tutta una gamma di proposizioni del
tipo di quelle indicate. Ed è facile provare corne sia possibile
raggiungere la funzione « barriera » costituita dal logaritmo o
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dall'inverso délia potenza (n — 2)-esima délia distanza. Ciö è assi-
curato, ad esempio. dalla seguente proposizione :

IV. Se P15 P2 Î . . . , P^ sono punit délia §A, posto P P i = r i ,
8 > diametro A, k = e'?S, ed s un numero positivo per cui sia
sempre 0 < s-+-7^/28 < TC/2, i — 1, 2,.. . , jx, al variare di P iw>
A H- ^A, se

= 0 su iïA—

e se

t' icr,- A;

• c o s ^âs ^ ~ 2) - = 2

> 2,

è u(P) = 0.
Per la dimostrazione non v' è che da ripetere il ragionamento

di PICONE, prendendo

i" •KTi k

fiCOS^g l g -

Questo risultato comprende corne caso particolare uno di
M. BRELOT ; questi ha provato (4) la proposizione précédente nel
caso di n = 2 e C{P) continua e < 0.

(4) M. BRELOT, Sur l'équation Au = c(x, y)u(x, y), c > 0, quand c(x, j)
admet des points singuliers; et une équation de Fredholm correspondante
à noyau singulier, « Bend. Circolo Mat. di Palermo », t. 55 (1931), 21-49.


