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Confronto fra recenti definizioni di variazione totale
per trasformazioni piane.

Nota di Jaurms CecconI (a Pisa).

Sunto. - Si confronta una definizione di variazione totale, recentemente
proposta da H. ORAMURA, con quella di L. Cesar: e T. Rapo.

1. Recentemente H. OxkaMUrA [8] ha proposto una definizione
di variazione totale per una trasformazione piana continua della
quale si & servito in una ricerca sul Teorema di GaAUss-GREEN.
Nel presente lavoro mi propongo di confrontare questa defini-
zione con quella usata da L. Cesar1 [3] e T. Rapo [7] nelle loro
ricerche sull’area secondo LEBESGUE delle superficie di FRECHET.

2. Sia @ =[0 <<wu, v<C1] il quadrato unitario del piano ww, sia
(T, 9): x = x(u, v), ¥ = ylw, v), (u, v) € @

una trasformazione continua di @ mnel piano xy.

Sia C un ciclo 1-dimensionale appartenente a @ e T(C) il ciclo
continuo immagine di C secondo la trasformazione continua (T, @).

Sia P(x, ¥) un punto del piano xy non appartenente all’insieme
T(C).

Indichiamo con O(P, T, C) Y indice topologico del punto P
rispetto al ciclo continuo 7'(C) [1], cioe il numero algebrico delle
intersezioni che una semiretta con origine in P ha con ogni ciclo
costituente una approssimazione simpliciale di T(C) sufficiente-
mente vicina a (I, C).

Sia.3 un insieme aperto appartenente a @ e sia P un punto
del piano xy non appartenente all’insieme T(3*) immagine secondo
(T, Q) della frontiera &* di d.. ,

In virtt di noti risultati di teoria degli insiemi [4] & possibile
costruire una successione di simplessi {7,| positivi non degeneri
privi a due a due di punti interni in comune in modo che sia

oo
2T, =3,
n=1

ed inoltre ogni insieme chiuso appartenente a & appartenga ad un
numero finito di simplessi r,,.
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Indichiamo con A(P, T, 3) l’indice di BroUwER del punto P
rispetto a T'(3) [1], [B], cioe Vindice topologico rispetto al ciclo T'(s,)
costituente ’immagine secondo (T, Q) di un qualsiasi ciclo s, con-
torno di un sistema di simplessi 7, (positivi e di molteplicita 1)
ricoprente I'insieme dei punti di 3 che ha da 3 distanza sufficien-
temente piccola.

Ricordiamo anche le seguenti proprietd dei numeri OP, T, C
e AP, T, ¥):

1) Se 3, e 3, sono due insiemi aperti appartenenti a & privi
a due a duoe di punti in comune, tali che sia 8CZ 3, + 3% + &, + 3,%
e se P& T(3,* + T(8,* allora

AP, T, 3= AP, T, 3,) + AP, T, 5,).

2) Se & A{P, T, 8)3=0 allora esiste almeno un punto
Q = (u, v) €35 per il quale & T(Q) = P.

3) Se 3 & un campo poligonale, cioé 1’insieme dei punti che
sono interni ad una linea poligonale semplice chiusa ed esterni
ad un numero finito di linee poligonali semplici chiuse (') allora
A(P, T, 8) & uguale all’indice topologico di P rispetto al ciclo
continuo immagine secondo (I, ¢) del ciclo costituente la frontiera
positiva di 3.

3. Richiamo brevemente in questo numero il concetto di varia-
zione limitata usato da L. CksarI e T. Rapo (tale concetto. sara
brevemente indicato nel seguito con B. V.).

Sia n[R] un poligono semplice [una regione poligonale] appar-
tenente a . sia P = (2, y) un punto del piano xy e sia Oz, y; T, =)
[Ox, y; T, R)] Yindice topologico di P rispetto al ciclo continuo
immagine secondo (T, @) del ciclo costifuente il contorno orientato
positivamente ~*B*] di =[R], se (x, y)€ T(n%[T(R¥]; sia zero
altrimenti.

Sia olx, y; T, =) la funzione indice cosl definita: o(x, y; T, m)=1
se O, y: T, =)3=0, uguale a zero altrimenti.

Sia ¢,[¢g] un gruppo di poligoni semplici =,, w,, ..., =, [regioni
poligonali E,, R,,..., R,] appartenenti a @ privi a due a due di
punti interni in comune.

Considero secondo L. Cusarr ¢ T. Rapo [2], [7] le funzioni di
molteplicita

Vix, y; T, Q) = exty .sup. X Oz, y; T, ™)
T¥x, y; T, Q)= extop. sup. 2 0w, y; T, R)

(!) Un poligono = pud essere eventualmente pensato come una regione
poligonale B che ha un solo contorno. '
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Testremo superiore essendo preso rispetto a tutti i possibili gruppi ¢,

e op rispettivamente. Queste funzioni sono misurabili nel piano xy.
Si dice variazione totale secondo L. CEsaRI e T. Rapo della

trasformazione (7, @) il numero positivo, eventualmente —+ oo,

W(r, § = ([ ¥ y; T, Quedy,

Yintegrale essendo preso su di un quadrato del piano xy che con-
tiene I'insieme T'(§).

Si dice infine che (T, ) & a variazione limitata secondo L. Ce-
SARI e T. Rapo se W(T, Q) & finito.

Ricordo inoltre il risultato di T. Rapo [8] secondo il guale,
quasi ovunque nel piano xy si ha

Yz, y; T, Q=Y y; T, Q)

4. Hspongo in questo numero la definizione di variazione totale
di H. ORAMURA.

Sia (T, @) la trasformazione continua considerata nel n. 2.

Sia 3 un insieme aperto appartenente a .

Sia §,, 8,..., 3, un gruppo di insiemi aperti appartenenti a Q,

. n
privi a due a due di punti in comune e tali che QC I (3, + 3%).
i=1

Dird che un siffatto gruppo di insiemi aperti costituisce una
suddivisione di @; dird che questa suddivisione & ammissibile per
la trasformazione (7, Q) se inoltre &

2 T3

=1

=0.

Sia, per ogni P = (x, y) appartenente al piano xy, A(x, y; T, 3)
Vindice di BrouUwER della trasformazione (T, 3) rispetto ad (x, y)
se (x, y) € T(3*), sia zero altrimenti. La funzione A(x, y; T, 3) ¢
misurabile nel piano xy. '

Sia K un quadrato del piano xy contenente I'insieme T'(Q) nel
suo interno. '

Sia
V() = \ / / Afw. y; T, 3)dwdy
%

se la funzione Az, y; T, 3) & integrabile secondo LEBESGUE nel
quadrato K, sia V(8) = + oo altrimenti.

La trasformazione (7, @) sara detta a variazione limitata se-
condo H. OkAMURA (brevemente B. V. H.) se
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@) comunque si fissi ¢ > 0 esiste una suddivisione di @ am-
missibile per (T, @) sia essa [3;; ¢ =1, 2; ..., n] per la quale risulta
max diam §; <e,

i=1,2, ., 0
b) esiste una costante -M > 0 tale che per ogni suddivisione
di @, ammissibile per (7, @), si abbia

3 VE) < M
=1

Se (T, Q) ¢ B. V. H. dicesi variazione totale di (7, ) il numero
finito

W(T, Q)= oxt. sup.é1 V6.,
i=

P estremo superiore essendo preso rispetto a tutte le suddivisioni
di ¢ ammissibili per (7, Q).

5. Riporto anche il seguente risultato di H. OHAMURA.
TEOREMA. — Sia [§,™; ¢=1, 2,..., p,] una successione di suddi-
visioni di @ ammissibili per (7, @) per la quale risulti
lim [ max diam3™]=0.

n—>o00 i=1,2,...,p,

Possiamo supporre che se s> ogni 3;9 appartenga a qual-
che 3,/.
Allora esiste quasi ovunque su K il

tn
(2) lim xllA(x’ y; T, 37 | =z, y; T, Q

W(T, Q) ='[/.a(x, y; T, Qdxdy.
K

6. Dimostro che se (T, @) & B. V. H. essa & anche B. V..

Sia [3;"; i=1, 2,.., p,; =1, 2,..] la successione di suddi-
visioni di @ considerata mnel n. precedente, sia I Vinsieme di
misura nulla di K

oo tn
1= 3 (2 76,

n=1 i=1

e sia I’ 1 insieme di misura nulla di K in cui non esiste il
limite (2).
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Sia (x, )€ T(Q) —I —I' e si abbia ¥¥wx, y; T, @) =m.

In virth di un noto risultato di T. Rapo [7] esistono allora
almeno m continui modelli di (x, y), siano v,, Y;,..., Ym, dotati
della proprieta che ogni intorno di v,; s=1, 2,..., m; contiene
una regione poligonale R, contenente y, per la quale risulta

Oz, w; T, R)=0.

Osserviamo anzi che in virtu delle ipotesi ciascuno dei con-
tinui y, & ridotto ad un punto H,.

Consideriamo per ogni intero s; s=1, 2,..., m; un insieme
aperto 3,% (3 della successione [§,; i=1, 2,.., u,; =1, 2, ..]
che contenga H, nel suo interno ed appartenga a R, (3).

Si avrad per l'additivitd dell’indice di BROUWER (n. 2) e poiche
(=, y) € TEYY, (@ y) € T(R),

A, y; T, RO)Y=Ax, y; T, 8V)+ Az, y; T, RO — 5,“").

Vogliamo affermare che & A(x, y; T, 3,)3=0, oppure che esiste
in R —38,% un insieme aperto 3,”; = >v; della successione
[B:™; i=1, 2,.., p,; =1, 2,..] percui & Aix, y; T, 3,%)F0, in
modo che risulti, in virtu delle definizioni, «(x, y; T, Q=V*(x, y; T, Q).

Ove fosse A(x, y; T, 3,’) = 0 sarebbe allora A(x, y; T, R,“—38%)3=0
poiche si ha

Az, y; T, B)=Ox, y; T, B)=0
in virth delle relazioni che intercorrono fra 1’indice topologico e
Pindice di BROUWER (n. 2).

Diciamo [y,%*V; j=1, 2,.., wy,,] gli insiemi aperti in cui
R® — 3§ & suddiviso dagli insiemi aperti [3,9%V; ¢ =1,2, .., uy,].
Si ha

Afw, y; T, BR” —8) =2 A, y; T, ,"*")
j

per cui uno almeno dei termini della somma, sia A(x, y; T, yo*V),
¢ diverso da zero.

Se I'insieme v,%*1 non appartiene al gruppo [3,0+"; i =1,2,...,pv,,]
allora esso incontra la frontiera R* di R,.

Se diciamo v;¥*¥; j=1, 2, ..., uy,, gli insiemi in cui yo*V &
suddiviso dagli insiemi aperti del gruppo [3,%%¥; ¢ =1, 2, ..., py 4]
sard

A, y; T, v9*") =25 Az, y; T, v,9*7)
j
ed uno almeno dei termini della somma sard diverso da zero.
(¥) L’intero v dipendera generalmente da s.

(®) Se .G & un insieme, G© indica !insieme dei punti interni a G, G
indica la chiusura di G.
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Neghiamo allora la tesi e proseguiamo indefinitivamente in
questa operazione.

Poiche per ogni intero p >0 esiste un insieme y5+# per il
quale si ha Afx, y; T, v,2*”) 3= 0 questo insieme deve almeno con-
tenere un modello di (, y); inoltre y,v*? incontra R Poiche
@ altra parte il diametro di v,**” tende a zero al tendere di p
all’infinito avremmo che (x, ) appartiene all’immagine di E*
secondo (7, @). B cid contrasta con il fatto che O(x, y; T, R)==0.

7. Proviamo in questo numero che se (7, @) ¢ B. V. H. allora
& quasi ovunque su T(Q)

oz, y; T, Q) =¥z, y; T, Q)

e quindi che le variazioni totali secondo L. Cisarl e H. OKAMURA
coincidono.

In virth di quanto abbiamo veduto nel n. precedente bastera
provare soltanto che quasi ovunque su T(@) si ha

L[f*(x. Y; T, Q)Z“(w, y; T, Q)

Sia [™; 4=1, 2,..., w,,; »=1, 2,..] la successione di suddi-
visioni ammissibili per (7. @) considerata mel n. 5, sia per un
punto (xz, y) in cui «(x, y; T, @) & definita e per un valore di m

w(x, y; T, @)=m.

Allora esiste un intero v tale che della suddivisione [3,%; i==1,

2, .., w| di @ ammissibile per (T, ¢) ad esso corrispondente fanno

parte p. insiemi aperti 3,, 3,,...8,; w <<m; per ciascuno dei quali &
A, y; T, 8) 0,

ed & anche

m< I | A y; T, 3)|.
Vogliamo provare che per ogni ?, esiste un numero finito di
regioni poligonali R,; s=1, 2,..., I;; prive a due a due-di punti
in comune tali che

A, y; T, 8)= I A, y; T, R,)

8=

=~
o P

e quindi anche
— L
A, y; T, 8) = 2 Ow, y; T, Ry).
§= .

Sia d; la distanza che il puntd (2. ) ha dall’insieme chinso T'(3%).
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In virtu della continuita di (7, @) e di note proprieta della
teoria degli insiemi esiste un gruppo di regioni poligonali E,,
appartenenti a 3;, tali che ’immagine secondo (T, @) dell’insieme

aperto 5, — X R, ha da (x, ) distanza >g—'
8
In virtu della additivita dell’indice di BROUWER si ha

A(m, y; T, 3) = Alx, y; T, 2 R,®) + Ale, v T,’s, — I B,).

Ma il punto (x, ) non appartiene all’insieme T(S —ZR 5 ©
percid

Ax, y; T, 3 —3 R;)=0,
e quindi )
A, y; T,3) =A@, y; T, = Ry, )= 3 A, y; T, Ba®) = 2 0(a, y; T, By,).
In virta della definizione di ‘I’*(m, y; T, @) si ha allora
m=<3|4, y; T,5)| =330 y; T, R)=<
<3 3|0@ y; T, By | <V, y; T, Q)

il nostro asserto & cosl provato.

8. In questo numero espongo un esempio di una trasformazione
piana che & B. V. senza essere B. V. H..

Allo scopo comnsidero una linea semplice chiusa di JORDAN y
che occupi un insieme di misura positiva del piano xy. La linea y
pud percid pensarsi come l’immagine biunivoca e blcontmua del
contorno Q* del quadrato .

In virth di un noto risultato di ScHOENFLIES {4] si pud pro-
lungare questa corrispondenza biunivoca e bicontinua fino agli
interni di @* e di ¥.

Bssa & B. V. poiché & ovviamente, per ogni (x, y) € T(Q),
Wi, y; T. Q):l

Essa non & B. V. H. poiché la condizione a) di questa defini-
zione non & soddisfatta.

9. In questo numero espongo un esempio di una trasformazione
piana che & A. C. senza essere B. V. H..

Allo scopo considero la linea y dell’ esempio precedente ed
osservo che in virtu di noti risultati sulla rappresentazione con-
forme si pud rappresentare conformemente 1’interno di y nell’in-
terno di @* e si pud prolungare questa corrispondenza fino ai
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contorni y e @* in modo che si mantenga biunivoca e bicontinua
su tutto Q.

La trasformazione che cosi si ottiene & A. C. in virtu dei teo-
remi di approssimazione di L. CESARI e di una proprieta caratte-
ristica delle trasformazioni A. C. [3].

Essa non & B. V. H. per lo stesso  motivo del n. precedente.

10. In questo numero considero una classe di trasformazioni
piane B. V., che sono anche B. V. H.

Allo scopo ricordo che secondo L. CesarI [2] ana trasforma-
zione piana si dire regolare se esistono due insiemi numerabili;
ovunque densi, appartenenti allintervalle (0, 1); [5,], [7.]; tali che
su ciascuna delle curve

Ce :

n

C'n H

n®

=, v), y=yk, v, 0<ov=<1; n=1, 2.

z=2xu, 1), y=uyuw, 1); 0<u<<l; n=1, 2, ..

occupi un insieme di punti di misura nulla del piano xy.
Si ha allora il seguente

TeEoreEMA. - Se (T, ) & regolare, se ’immagine T(Q*) del con-
torno @* di ¢ secondo (T, () occupa un insieme di punti di mi-
sura nulla del piano xy (*), se essa & B. V. allora essa & anche
B. V. H..

Per tale trasformazione & infatti possibile verificare la condi-
zione a) della definizione B. V. H..

Quanto alla condizione b) si riconosce che essa & soddisfatta
con il seguente ragionamento.

Sia 3,, 3,,..., 8, un gruppo di insiemi aperti appartenenti a @,
privi a due a due di punti in comune, ammissibili per (T, Q).

Poiché sull’insieme chiuso T'(3*) & A(x, y; T, §)=0 si ha

ves=|[[ 4@ y; 7. saedy| =] [[ A y; 1, s)away| =
K K—T(5%)

= lim ‘ }f Alx, y; T, 8,-)dmdyl,
0 ko,

dove con [T(3*)], si & indicato I’insieme dei punti del piano ay

che distano dall’ insieme chiuso 7'(3;%) meno di p > 0.

(%) Si noti che questa ipotesi equivale al fatto che {§ =0, =1, =0,
n—=1 appartengano agli insiemi [£,], [%,].
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Fissato ¢> 0 ad arbitrio sia ¢ << 0 tale che se %2 € un insieme
del piano xy di misura <o si abbia

ﬂ ¥, y; T, Qdady < :;
h

Ricordiamo quindi che l'insieme chiuso T(3;*) ha misura nulla,
si pud percid determinare un p > 0 tale che si abbia

[TEH]] <o,

A, y; T, 3)dacdy | > V() — ;» D i=1,2,..n.
K26,

Come nel n. 7 possiamo determinare un numero finito di regloni
poligonali R, appartenenti a 3;, tali che T'(3 —Z‘.R,s ANACH ]~

Sara allora, per ogni (x, y) € [T(5 *)]
Alx, y; T, 3)=Alx, y; T, 2 B, + A, y; T, ai—z-—éis):
s S
=2 A y; T, B;*)=2XZ O, y; T, Ru)
8

@

e quindi

V) < l | B, 0, y; T, Ry fdwdy‘
K—{Te)

5
%

g’fftEOw,y, T, R,s);dxdyl-i—

[ 1306 95 7, R dwdy}+ -
[TS*)]—

< X If Oz, y; T, B;)dxdy ' + Z ff Olx, y; T, R,s)dxdy' +-

[T(ﬁ*)]—
da cui
1)</f28209’,y, T, R,)| dady + ff 5,10 y; T, Bu)|dedy + -,
fT(S*)]"
<'02 | O, y; T, R,,)|dady + ff *ex, y; T, dedy+—
[T(S*)]-

<f’23ﬂ0(x, y; T, R,,)|dady + 24—@.
K

Ne viene quindi

LV <[ ,-.JSIOac,y,TRs)]dwdy—*—%g

< [ / U, y; T, Q)dady -+ 2,
pA

e ci0 prova il nostro asserto.
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