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Confronto fra reeenti definizioni di variazione totale
per trasforinazioni piano.

Nota di JAURÈS CECCOKI (a Pisa).

Suuto. • Si confronta una deftnizione di variazione totale, recentemente
proposta da H. OKAMURA, con quella di L. CESARI e T. KADÖ.

1. Recentemente H. OKAMTTRA [8] ha proposto una definizione
di variazione totale per una trasformazione piana continua della
quale si è servito in una ricerca sul Teorema di GAUSS-GREEK.

Nel presente lavoro mi propongo di confrontare questa defini-
zione con quella usata da L. CESARI [3] e T. RADÖ [7] nelle loro
ricerche sull'area secondo LEBESGUE délie superficie di FRECHÈT.

2. Sia Q === [0 < te, v < 1] il quadrato unitario del piano uv, sia

( T, Q) : x — x{u, v), y = i/(w, v)y (w, v) S Q

una trasformazione continua di Q nel piano xy.
Sia C un ciclo 1-dimensionale appartenente a Q e T(C) il ciclo

continuo immagine di C secondo la trasformazione continua (T, Q).
Sia P{x, y) un punto del piano xy non appartenente all'insieme

T(C).
Indichiamo con O(P, T, C) l'indice topologico del punto P

rispetto al ciclo continuo T(C) [1], cioè il numero algebrico delle
intersezioni che una semiretta con origine in P ha con ogni ciclo
costituente una approssimazione simpliciale di T(C) sufficiente-
mente vicina a (T, C),

Sia. S un insieme aperto appartenente a Q e sia P un punto
del piano xy non appartenente all'insieme T(8*J immagine secondo
(T, Q) della frontiera S* di S.

In virtù di noti risultati di teoria degli insiemi [4] è possibile
costruire una successione di simplessi | T„ j positivi non degeneri
privi a due a due di punti interni in comune in modo che sia

n=l

ed inoltre ogni insieme chiuso appartenente a S appartenga ad un
numero finito di simplessi xn.
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Indichiamo con A(P, T, S) l'indice di BROUWER del punto P
rispetto a T(S) [1], [5], cioè l'indice topologico rispetto al ciclo T(an)
costituente l'immagine secondo (T, Q) di un qualsiasi ciclo. <?„ con-
torno di un sistema di simplessi rn (positivi e di molteplicita 1)
ricoprente l'insieme dei punti di S che ha da S* distanza sufficien-
temente piccola.

Ricordiamo anche Ie segueuti proprietà dei numeri 0{P, T9 C
e A[P, T, 8):

1) Se S, e 8, sono due insiemi aperti appartenenti a o privi
a due a due di punti in cornune, tali che sia 8cz §i H- Sj* -+- 82 -H O2*,
e se P ^ T ( V ) •+• ^(^s*) allora

A(P, T, 3) = A(P, T, \) ^ A(P, T, S2).

2) Se è A(P, T, S) =}= 0 allora esiste almeno un punto
Q==(u, t))6 8 per il quale è T(Q) — P.

3) Se S è un oampo poligonale, cioè Pinsieme dei punti che
sono interni ad una linea poligonale semplice chiusa ed esterni
ad un numero finito di linee poligonali semplici chiuse (') allora
A(P, T, 3) è uguale ail'indice topologico di P rispetto al ciclo
continuo immagine secondo (T, Q) del ciclo costituente la frontiera
positiva di S.

3. Richiamo brevemente in questo numero il concetto di varia-
zione limitata usato da L. CESABI e T. RADÔ (taie concetto. sarà
brevemente indicato nel seguito con B. Y.).

8ia K[R] un poligono semplice [una regione poligonale] appar-
tenante a Q, sia P ^ (x, y) un punto del piano xy e sia 0(#, y; T, -x)
[0(x, y; T, E)] l 'indice topologico di P rispetto al ciclo continuo
immagine secondo (T, Q) del ciclo costituente il con torno orientato
positivamente 7i*[jR*J di -K[E], se (a:, t/)ë T(**)[T(i2*)] ; sia zero
altrimenti.

Sia o(x. y; T, %) la funzione indice çosï definita: o(x, y ; T, -K) = 1
se 0(x, y: T, TT)^=O^ uguale a zero altrimenti.

Sia ^[(7^] un gruppo di poligoni semplici izlt 7rs,..., nn [regioni
poligonali Bl9 i£2,..M Rtt] appartenonti a Q privi a due a due di
punti interni in comune.

Considero secondo L. CÈSARI e T. B,ADO [2], [7] le ftmzioni di
molteplicità

W(x, y; T, Q) = e x t v sup. S 0(x, y ; T, ^)

T*(a5, y; T, Q)^= extGR. sup. 2 0(x, y; T, Rt)

i1) Un poligono n puö essere eventualraente pensato corne una regione
poligonale R che ha un solo contorno.
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l'estremo superiore essendo preso rispetto a tutti i possibili gruppi <rr
e CÎR rispettivamente. Queste f unziöni sono misurabili nel piano xy.

Si dice variazione totale secondo L. CESABI e T. RADÖ délia
trasformazione (T, Q) il numero positivo, eventualmente -f- oo,

W(T, Q)^jjW(x, y; T, Q)dxdy,

l'intégrale essendo preso su di un quadrato del piano xy che con-
tiene l'insieme T(Q).

Si dice infine che (T, Q) è a variazione limitata secondo L. CE-
SARI e T. RADÖ se W(T, Q) è finito.

Hicordo inoltre il risultato di T. RADÖ [8] secóndo il < ûale?

quasi ovunque nel piano xy si ha

W(x, y; T, Q) = W*(x, y ; T, Q).

4. Espongo in questo numero la definizione di variazione totale
di H. OKAMTJRA.

Sia (T, Q) la trasformazione continua considerata nel n. 2.
Sia S un insieme aperto appartenente a Q.
Sia S,, 82J..., SM un gruppo di insiemi aperti appartenenti a Q,

n
privi a due a due di punti in comune e tali che Q CZ S (SÉ -f- S,.*).

Dire che un siffatto gruppo di insiemi aperti costituisce una
suddivisione di Q ; dirö che questa suddivisione è ammissibile per
la trasformazione (T, Q) se inoltre è

S = 0.

Sia, per ogni P = (se, y) appartenente al piano xy, A(x, y ; T, S)
l'indice di BROTJWER délia trasformazione (T, S) rispetto ad (x, y)
se (ce, «/) S T(S*), sia zero altrimenti. La funzione J.(ce, /̂ ; T, S) °è
misurabile nel piano #£/.

Sia K un quadrato del piano xy contenente l'insieme T(Q) nel
suo interne».

Sia

{x. y ; T, B)da%

se la funzione A(x< y\ T, S) è integrabile secondo LEBESGUE nel
quadrato K, sia V(8) =: -+- oo altrimenti.

La trasformazione (T, Q) sarà detta a variazione limitata se-
condo H. OKAMTJRA (brevemente B. Y. H.) se
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a) comunque si fissi £ > 0 esiste una suddivisione di Q am-
missibile per (T, Q) sia essa [S( ; i = 1, 2 ; .,., n] per la quale risulta

max diam S( < e,
*=1,2,...,«

6) esiste una costante ikT> 0 tale che per ogni suddivisione
di Q, ammissibile per (T, Q), si abbia

Se (T, Q) è B. Y. H. dicesi variazione totale di (T, Q) il numero
finito

W(T, Q) = ext.sup. 2
i

Testremo superiore essendo preso rispetto a tutte Ie suddivisioni
di Q ammissibili per {T, Q).

5. Biporto anche il seguente risultato di H. OHAMURA.
TEOREMA. - Sia [S/n) ; i = 1, 2,..., [x„] una successione di suddi-

visioni di Q ammissibili per (T, Q) per la quale risulti

lim [ max diam 8>>] = 0.

Possiamo supporre che se s > n ogni B/s) appartenga a qual-
che hi{n\

Allora esiste quasi ovunque su K il

(2) lim 2 | ^ , 2/; T, S / ^ ^ ^ x , y ; T, Q)
—»- oo i = l

e si ha

= *{x, y; T, Q)dxdy.

6. Dimostro che se (T, Q) è B. Y. H. essa è anche B. Y..
Sia [Sc

(n) ; i = 1, 2,..., [xn ; n=^l, 2,...] la successione di suddi-
visioni di Q considerata nel n. précédente, sia I l'insieme di
misura nulla di K

1 = 2 [ S T(S,(W)*)],
n _ 1 i=l

e sia J ' V insieme di misura nulla di K in cui non esiste il
limite (2).
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Sia (x, y) S T{Q) — I - I ' e si abbia *F*(x, y; T, Q)>tn.
In virtù di un noto risultato di T. RAJDÖ [7] esistono allora

almeno m continui modelli dL (x, y), siano YI > Y S , . . . , ym, dotati
délia propriété che ogni intorno di Y* ; s == 1, 2,..., m ; contiene
una regione poligonale Rs confcenente ys per la quale risulta

0(x, y; T, £,)4=0.

Osserviamo anzi che in virtù délie ipotesi ciascuno dei con-
tinui y* è ridotto ad un punto Hs.

Consideriamo per ogni intero s ; s == 1, 2,..., m ; un insierae
aperto Ss

(y) (2) délia successione [S/n) ; ^=r:l, 2,. . . , tu.n ; n = 1, 2,...]
che contenga i?s nel suo interno ed appartenga a Es

(0) (3).
Si avrà per Fadditività dell'indice di BROTJWER (n. 2) e poichè

(.x, y) S T(VV)*), (^ 2/) ® î7!^*),
^(a5s i/; T, 2?."»') = ^ , 2/;.T, S/v>) n_ ̂ ( x , y ; T, R™ - Ss

( >̂).

Yogliamo affermare che è A(x, y ; T, Ss
(v)) =|= 0, oppure che esiste

in Rs
(0) — S/v) un insieme aperto h/r) ; r > v ; délia successione

[8/">; i = l, 2,.. . , (JL,,; « = 1, 2,...] per cui è A(x> y; T, Vv)) + 0, in
modo che risulti, in virtù délie definizioni, a(x, «/; T, Q)>?V*{x9 y\ T, Q).

Ove fosse A(x, y; T,Ss
(v)) = o sarebbe allovsi A(x, y ; T, Rs

i0)—$t
iv>)^=0

poichè si ha
A(x, y; T, R™)=0(x, y; T, Rs)±0

in virtù délie relazioni che intercorrono fra l'indice topologico e
T indice di BROUWER (n. 2).

Diciamo [Y/V + 1 ) ; J = 1, 2,..., ^v+x] gli insiemi aperti in cui
i^(0) — Vv) è suddiviso dagli insiemi aperti [S/V+D ; * = 1, 2,.. . , |AV+1]#.

Si ha
4(3, 2/; T, £s<

0>--3>>) = 2M(x, y; T, T/v+»>)f

per cui uno almeno dei termini délia somma, sia A(x9 y ; T\ YCy+1>),
è diverso da zero.

Se l'insieme Y/V + 1 ) non appartiene al gruppo [St(v+1); i = l,2,...,(Av4_1]
allora esso incontra la frontiera R* di Rs.

Se diciamo yj
{v~*~s) ; j = 1, 2. ...,'[JLV+Ï gli insiemi in cui Y/V + 1 ) ^

suddiviso dagli insiemi aperti del gruppo [S/v+2) ; i — 1, 2, ..., [j.V4_j]
s ara

ed uno almeno dei termini délia somma sarà diverso da zero.

(2) I J ' intero v dipenderà generalmente da s.
(3) Se Xx è un insieme, Cr(0) indica l'insieme dei punti interni a 6r,

indica la chiusura di G.
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Neghiamo allora la tesi e proseguiamo indefinitivamente in
questa operazione.

Poichè per ogni iutero p > 0 esiste uu insieme ys
iv~*'p) per il

quale si ha A(x,y; T, ys
(v+p))=\= 0 questo insieme deve almeno con-

tenere un modello di (x, y) ; inoltre ŷ ***̂  incontra i2s*. Poichè
d'altra parte il diametro di Y,(V**P> tende a zero al tendere di p
airinfinito avremmo che (x, y) appartiene aU'immagine di R*
secondo (T, Q). E ciö contrasta con il fatto che O(x, y; Ty j

7. Proviamo in questo numero che se (T, Q) è B. Y. H. allora
è quasi ovunque su T(Q)

a(x, y ; T, Q) = V*{x, y ; T, Q)

e quindi che Ie variazioni totali secondo L. CKSARI e H. OKAMTJRA

coincidono.
In virtù di quanto abbiamo veduto nel n. précédente basterà

provare soltanto che quasi ovunque su T(Q) si ha

«F*(x, y; T, Q)> a(^ y ; T, Q).

Sia [St
(w) ; î ^r 1, 2,..., (JLK ; n=l, 2,...] la successione di suddi-

visioni ammissibili per (T. Q) considerata nel n. 5, sia per un
punto (se, /̂) in cui a(#, t/ ; T, (?) è definita e per un valore di m

a(x? y; T, Q)>m.

Allora esiste un intero v tale che della suddivisione [S/v) ; i==l,
2,..., av| di Q ammissibile ^e r (T, Q) ad esso corrispondente fanno
parte JA insiemi aperti S13 T2̂  ... 8^; [A<m; per ciascuno dei quali è

A(xt y; 21,104=0,
ed è anche

m< S |.4(x, 2/; T, %) \.

Yogliamo provare che per ogni 8̂  esiste un numero finito di
regioni poligonali E{i ; s = 1̂  2,..., ^ ; prive a due a due di punti
in comune tali che

A[x,y; T, S,)- S 4(«, y; T,
8-1

e quindi anche
h

A(x, y ; T, $,) = S 0^ , y ; T, Bfi).
s= l

Sia cl; la distanza che il punto (se, t/) ha dalPinsieme chiuso T(St*),
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In virtù délia continuità di (T, Q) e di note propriété délia
teoria degli insiemi esiste un gruppo di regioni poligonali Ri!n

appartenenti a Tt, tali che l'immagine secondo (T, Q) dell'insieme

aperto "S", — S.-R,-, ha da (x, y) distanza > - i .
s £

In virtù délia additività dell'indice di BROUWER si ha

A(x, y ; T, %) = A(x, y ; T, S £„«>) -i- A(x, y; T,%-2 Bis).
S S

Ma il punto (x, y) non appartiene alP insieme T(Sf—S Bis) e
perciö s

A(x, y; r,f ,-SB t . s) = 0,

e quindi

A(x, y; T,%)=A{x9 y; T, S ^ ( 0 ) ) - = S A(x, y; T, Ris™) = S 0(x, y; T, Eis).
s s

In Tirtù délia definizione di W*(x, y; T, Q) si ha allora

m<^X\A(x, y; T, %) \ = S | 2 0(x, y; T, Eis)<
i t s

< S S | 0(x, y ; T, iî,.t) | ̂  W*(a;, y ; T, Q),
i s

il nostro asserto è cosï provato.

8, In questo numero espongo un esempio di una trasformazione
piàna che è B. Y. senza essere B. Y. H. .

Allo scopo considero una linea semplice chiusa di JORDAK y
che occupi un insieme di misura positiva del piano xy. La linea y
puö perciö pensarsi corne l'immagine biunivoca e bicontinua del
contorno Q* del quadrato Q.

In virtù di un noto risultato di SCHOENFLJES [4] si puö pro-
lungare questa corrispondenza biunivoca e bicontinua fino agli
interni di Ç* e di y.

Essa è B. Y. poichè è ovviamente, per ogni (x, y) £ T(Q),
W(x, y; T, Q)=l.

Essa non è B. Y. H. poichè la condizione a) di questa defini-
zione non è soddisfatta.

9, In questo numero espongo un esempio di una trasformazione
piana che è A. C. senza essere B. Y. H. .

Allo scopo considero la linéa y dell'esempio précédente ed
osservo che in virtù di noti risultati sulla rappresentazione con-
forme si puö rappresentare conformemente l'interno di y nell'in-
terno di Q* e si puö prolungare questa corrispondenza fino ai
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contorni y e Q* in modo che si manteiïga biunivoca e bicontiaua
su tutto Q.

La trasformazione che cosï si ottieue è A. C. in virtù dei teo-
remi di approssimazione di L. CESAHI e di una proprietà caratte-
ristica délie trasformazioni A. C. [3],

Essa non è B. Y. H. per lo stesso motivo del n. précédente.

10. In questo numero considero una classe di trasformazioni
piane B. Y, che souo anche B. Y. H.

Allo scopo ricordo che secondo L. CESARI [2] ana trasforma-
zione piana si dire regolare se esistono due insiemi numerabili ;
ovunque densi, appartenenti all'intervalle (0, 1); [?„], [•/]„] ; tali che
su ciascuna delle curve

Cin: x = x$n, v), y=y{lni v), 0 < < Ü < 1 ; n = i, 2,...

C„n : x = x{u, 7)„), y = y{u, '%) ; 0 < u < 1 ; n = 1, 2,...

occupi un insieme di punü di misura nulla del piano xy.
Si ha allora il seguente
TEOREMA. - Se (T, Q) è regolare, se Timmagine T(Q*) del con-

torno Q* di Q secondo (T, Q) occupa un insieme di punti di mi-
sura nulla del piano xy (4), se essa è B. Y. allora essa è anche
B. Y. H..

Per tale trasformazione è infatti possibile verificare la condi-
zione a) della definizione B. Y. H..

Quanto alla condizione b) si riconosce che essa è soddisfatta
con il seguente ragionamento.

Sia 8,, §2,..., 8M un gruppo di insiemi aperti appartenenti a Q,
privi a due a due di punti in comune, ammissibili per (T, Q).

Poichè sul!'insieme chiuso T(8*) è A(x, y; T, 8t.) = 0 si ha

= \ A(x, y; T, ^

= lim

A(x, y ; T, $t)dxdy

A(x, y ; T, \)dxdy

dove con [T(̂ *)]p si è indicato l'insieme dei punti del piano xy
che distano dall' insieme chiuso T(S )̂ meno di p > 0.

(4) Si noti che questa ipotesi équivale al fatto che £ = 0 , g — 1, 73 = 0,
rj^l appartengano agli insiemi [gn], [r}n].
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Fissato £ >> 0 ad arbitrio sia v < 0 taie che se h è un insieme
del piano xy di misura < <r si abbia

V*{x9 y; T, Q)dxdy<£.

Ricordiamo quindi che Pinsieme chiuso T(Sf*) ha misura nulla,
si puö perciö determinare un p > 0 tale che si abbia

A(x, y ; T, \)dxdy £

n '
•i 'V

Come nel n. 7 possiamo determinare un numero finito di regioni
poligonali Bis appartenenti a S(, tali che T(tt — S Bis) S [T^i*)]- .

s

Sarà allora, per ogni (x, y)'S [T(St*)]-,

A{x, y ; T, 8,) = A(x9 » ;. T, 2 i?,,(0)) -t- ^(a;, /̂ ; T, 8£ — S 5 r t) =
s s

s s
e quindi

v(s*) < • / / ! S5 O(as, 2/ ; ï1, 22,.,) | dx<% + ^ <

^Ijfjfl 2 O(aï,y; T, Bis)\dxdy + .jfjf \ZsO(x,y;T,Bis)\dxdy

s

da cui

•s
s

(05, 2/ J T, Bis)dxdy

V(ï>i)<jJ2s\0(x,y;T,Bïs)\dxdy+ jj 2s\0(x, y; T, BiS)\dxdyjJ
K

Ne viene quindi

£

| O(a;3 9; T, 22,.,) | dxdy + fj W(x, y ; T,

S V(84) < / / S, Ss | 0(«, t/ ; T, Bis) | dx% H- 2e

, y; T,

e ciö prova il nostro asserto.
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