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Soluzione delle Questioni proposte nel Bollettino dell’ Unione
Matematica Italiana, (3), VII (1952), p. 71.

Nota di ALFREDO MOESSNER (a Gunzenhausen).

Sunto. - Si danno soluzioni di alcune Questioni proposte dall’ A.
I. Soluzione generale del sistema:

A3 A2 At A2 B, By, By, B, ; ¢ Gt CLCYLD, D, D, D,
4, 4y, 4,, 4, =€, 0 Gy G (=240
B,, B,, B;, B, i D,,D,,D,,D,.
1) - Ci serviamo dell’ eguaglianza
(@) "G =H,+ HJ+ J*
<he ammette la soluzione generale
H=2a*—2a% —3b*; J=a%+ 6ab+2b%; G =a°+ ab+ b,

dove a e b sono numeri arbitrari.
Da () seguono, per % =2, 4, 6, le identita:

G+ H 3H—G, 2T —H+ G, 3H+ 2] — G —
—7G—H,3H+ G, 2J—H — G, 3H + 27 + G,
76 +J, — G +2H +3], —G+3J, — G —2H + J—

L G+2H+37, G+3T, 1G—J, G—2H~+J,

G+ Had. —G+83H+58]. — Gt-3] 4 H— G 3H+J—
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Otteniamo pertanto dalle (8), (), (§) tre gruppi di soluzioni della
multigrada :
n
A4, 4,, 4;, A, = C,, C,. 03’ C, (n=2, 4, 6).
EsgMPIo. — Per a =2, b=1 risuita H=1, J=18, G=7. So-
stituendo tali valori mella (3), otteniamo I’identita
"
68, 50, 48, 14 = 64, 62, 30,28 (n=2, 4, 6)
e dividendo per 2 le basi
n
34, 25, 24, 7=32, 31, 15, 14 n=2,4,6). ()

Una soluzione parametrica di

4 1

©) 3 47 = 3 By (n=2, 4, 6)
i=1 §=1

si ottiene ponendo A4, = 9a®+ 5ab + 4b°; A, = 5a®— 7ab — 10b%;

A, = a® + 15ab +- 8b*; A,=7a®+ bab — 6b*; C, = Ha®+ 9ab + 10b?;

C, —="7a* — bab — 8b?; C;—=—— a®+ 18ab + 6b*; C,—9a® + Tab — 4b%.

EseMpro. -~ Per a=2, b—=1 si oftiene 4,=25, 4,— —2,
A, =21, A, =16, C,=24, C,=5, C,=14, C,=23, e pertanto, po-
tendosi trascurare i segni negativi, si ha una soluzione nmumerica
della Questione.

8
2) Sia Ml’ sz Ma, M4=Qn Qz: Qu Q4

e si ponga
s=(M, + M, + M, + M))/2,
si ha allora

6
l(';ln M,, My, M,, s—@Q,, s — @;, s —@,, s— @, =
=Q., @, @, Q@ s— M, s— DM, s— M, s— M,

con
: 3
s—@Q, s— @y, s—Q,, s—Q=8—M, s— M, s—M, s—M,.
Poniamo
M,=A3 My=A,, M= A4}, M= A/,
Ql - Ciza Qz = 0227 Qa Bl Cazy Q.i: CAZ 3
1
per la . .
> An =3 B =2, 4, 6),
i=1 i=1

quando sia

s=(4,+ A4, + 4.7+ A/)/2

(*) I numeri sottosegnati formano una terna pitagorica.
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vale ¥ identita
6
A127 A227 A32’ A42’ § — C‘2, § — 032, 8§ — C;g, 8§ — Ciz =
8
=C3%0C2 C,y C%s— A s— A2 8s— A2 s— A%
e vale anche
3
Bl: Bz: Baa B4 = D(, Dz, Da; D4
quando si ponga
s—C?’=RB, s—C:=B,, s—(C*=B,, s— C?=B,,
s —‘A,‘z:D‘, S—-A3’= ‘DZJ S_A22:D3, S__A‘2=D4_
Sara pertanto
AP+ Dy=A>+ D= A2+ D, = A+ D, =
=!B,+ C*=B,+ C?*= B, + C,>= B, + C;*
EseMpr0. - Dalla soluzione numerica ottenuta in (1) segue

s =(34* + 25* + 24 + 7%)/2 = 1203, quando sia 34— A4,, 26 =A4,,
24=4,,7=4,, 32=0C,, 31=0C,, 15=C,, 14=2C,.

I valori delle B, sono 1203 — 142=1007, 1203 — 15*%, — 978,
1203 — 312 =242, 1203 — 32'=179; i valori delle D, sono 1203 —
— 7*=1154, 1203 — 24* — 627, 1203 — 252 =578, 1203 — 34*—=47.

II. Soluzioni in numeri interi del sistema:

A%+ B* 4+ C* = D* + E* + F*
At + Bt + C*= D'+ E* + F".
1) Sia m .« p =g¢q-r, sard anche
m +p +(@+7r) =q +1r +(m+p)
m?+ pt 4+ (@ + r)P=q+ 7* + (m + p)°.

Otteniamo pertanto con questo metodo le soluzioni dell’ equa-

zione

2
Ui, Uz, Ua: Vi, Vz’ V3'
2
EsgmMp1o. - Per 7.9=3-.21 si oftiene 7, 9, 24 =3, 21, 16.

2
2) Sia U, U,, Uy="V,, V,, V; e k=(U,+ U, + U,)/3;
si ha allora

(B— Uy + (b — U + (b — U = (k— V)2 + (kb — V)2 + (k — V)
(B—U) + (k— U) + (& — Uy = (k— Vi)' + (b — Vy)* + (k — V4.



450 ALFREDO MOESSNER
Ponendo ¥ — U, =4, k—U,=B, k—U,=C, k— V,=D,

n
k-~ V,=E, k—V;=F, otteniamo le soluzioni della 4, B,C=D, E, F
m=2 4), dove A+~ B+C=D+E+ F=0.

EseMpro. - Facendo nella soluzione numerica ottenuta in (1)
7=A4, 9=B, 24=C, 3=D, 21=E, 16 =F, si oftiene k=
= (7 + 9+ 24)/3 =40/3, da cui si ricava

(40/3 —7), (40/3 —9), (40/3 — 24) — (40/3 — 3), (40/3 —21), (40/3 — 16)

(=0, 1, 2).
Riducendo a forma intera:

19, 13, (—32) = 31, (—28), (—8) (W =0,1,2, 4)
e pertanto
192 + 13 + 322 =31 4+- 23 + 8?
194 4+ 13* 4+ 32¢ = 314 4 23¢ -+ 8*.

n
3) Sia 4, B, C=D, E, F n=2, 4); ne segue, quando
A<B<C e D<E<PF,

(B—4), (A4+B), B+ C)=E—D), D+F), (E+F) @w=2 4.

EsEMP10. -~ Poniamo nella soluzione numerica ottenuta in (2)
183=A4, 19=B,32=0C, 8=D, 23 =E. 31 = F; si oftiene cosi il
risultato

(19 —13), (18 + 32), (19 + 32)

L 23 —8), (8 +31), 23 + 31)
(n=2, 4
da cui

15, 39, 54 m=2, 4).

n
4) Una soluzione generale dell’ equazione A4, B, C=D, E, F
(n =2, 4) ¢ data dalle seguenti formule

A=3xx—y) - 2°+ R +y)(x—2¢) -2 4 — (x + y)? - u;
B=3x—y)P-2*—(2x—y)lx +2y)-2 -4 —x(x+y)- u?;
C=3x —y?) 22 —3y* -2+ -+ (2 — y?) - u?;
D=—3x(x—y)- 2"+ Rr—y)(®x +2y) <& u + (€2 — y*) + u%;
E=—3x—9y) - 2*— Qe +y)lx—2)-2-u+ (x+ y) u;
F=3x ~y?-2 +3y°>-2.-u+ (x +y)°- -u’.

Da cui si ha

A—-B=D—E=3yr—y)-&" +4*—y’) 2. u—yl@+y)
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n
Queste formule danno anche soluzioni per A, B, C =D, E, F
(n=2, 4, dove A+~B34C; A+ CHEB; B+ Cx*+A; D+ FFE;
D+E4F; E+ F=D.

Esempro0. ~ (2) Si ponga x =3, y=1, u=2=2; dividendo le
basi per 4 si oftiene la soluzione
A=—9, B=—95 C=29, D=15, E=—19, F=31.

(B) Si ponga x =7, y=19, 2=4, u =— 3, si ottiene

A4 =120, B=143, C =266, D =218, E—=241, F=0.

Un’identita curiosa.
Si ha:
172107 = 2107—2) - Bn(42n—1 = 421—1) 4+ §7(35"— 3= 35n—) =
= 27(105"—" = 105"—2) + 3(70"—1 £ 70"—%) 4 730"~ = 30"—%),

%:0, o 1, ig, ey
ed anche

1+8+6=24+8+7; 124+5+4+62=224+32+T72

ALFREDO MOESSNER



