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Sugli estremi relativi dei polinomi di Legendre.

Nota di GrAETAKO YILLARI (a Firenze).

Sunto. . Indtcando con «i jn, a2fn,..., an_lj )

gli n — 1 eeri délia derivata prima di Pn(i), e ponendo | Pn(ar, n) | = pr, n,
si dimostra che, flssato r, lim \xrj n = hr > 0. In particolare si prova

che ht > 0,39983, h2 > 0,294087°°

1. Sia Pn(x) il poliüomio di LEGEKDBE di ordine n :

1 dn

indiehiamo con als n, a2) n , . . . , aw_ls n (1 > als „ > ... > an_I; n >̂ — 1)
gli n — 1 zeri della deriyata prima di Pn(x) e poniamo

I - P B K » J I = ^r, n •

È noto che si ha (2) :

e che, fissato r, la successione | [*r, n | è decrescente al crescere
di n (») :

Qui preciseremo il comportamento della successione \ \*-r,n
dimostrando che, fissato r, risulta :

in particolare, per r = 1, 2, valgono Ie limitazioni

n) fcL > 0,39983, fo2 > 0,29408.

2, Per i polinomi Pn(x) sono note le relazioni ricorrenti (3) :

(3) P'„+i(s) - « P » = (»

(4) (1 - a)[P 'n + 1(aï) + P ' n (x ) ] = (n

(1) Cfr. a . SZEGÖ, Orthogonal polynomials, "New York, 1939, p . 159.
(2) G-. SzEOö, On the relative extrema of Legendre Polynomials, « BolL

Un. Mat. It . », (3), V, (1950), p. 120-121.
(3) Cf. G-. SANSONE, Svüuppi in serie dt funztoni ortogonali, 3a ediz.,

Bologna 1952, pp. 197 e 200,
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otteniamoPer se ̂ p a ( r = 1, 2,..., U

(H + 1)P„K n) = (» -+- l)PM+1(«r) B) + (1 - a„ M)P',1+>r, J ,

e dal confronto di que s te :

Poichè ot,., tt < ocn n + 1 , segue dalla (1) che il valore assunto dal
polinomio Pn+}(x) in x = u.rjn è in valore assoluto minore di quello
che assume in x — ocr) n + 1 ; e si ha pertanto per la (5) e la (2) :

(6) \*<r, n > tS-, n+1 > ar, nt̂ r, n •

Fissato r, la successione | arï TCjxn n j è crescente con n, si ha cioè

(7) «V, n^r, n < ar, n+ll̂ r, „+1 \r = 1, 2, ... , | | J j .

Si consideri infatti la funzione

per la quale si ha (*) :

ffKf n) = *%, , . ? ! > n «), 9K. »+•«) = K%, «4-l-P?«+l(«r, n-t-l).

(*

Poichè dalla (1) si ricaya :

otteniamo

g (x) =r [JP '* (x) xPf (x)P ' (x) H- JP '* lx)] 3=

. X .

~Ne segue che la funzione g(x) è crescente nell'intervallo
K, n , «r, w + l ) , e se ne deduce la (7).

Si ha pertanto per la (6) e (7) che, fissato r, la successione

(4) Gr. SZEGÖ, in loc. cit. in (2), p. 121, considéra la funzione in paren-
tesi quadra*
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decrescente | ur, n j ammette corne limite, al crescere di n, una
costante h r > 0 ; e per qualunque valore di n, h.T > <*r, nf*r, il .

3. I n particolare si ha hx > a b isu.u 32, h% > a2j 32JX2T 38, da cui (5)

fc, > 0,992546 • 0,402839 > 0,39983 (6)

ht > 0,976296 . 0,301222 > 0,29408.

Concludiamo pertanto che il segmento che ha i suoi estremi nei
punti [a l j n ; Pn(«i,n)]» [a,,n; Pn(otj, n)], cioè nélVulUmo massimo rela-
tivo e neir ultimo minimo relativo delV intervallo (0, 1), si proietta
ortogonalmente sulla retta x = 1 in un segmento che, qualunque
sia n, ha sempre al suo interno i punti (1 ; — 0,39983), (1 ; 0,29408).


