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Déterrainazione esplicita, in fanzione dei dati, del nucleo délia
equazione integrale traducente un problema ai limiti. Esten-
sione ai sistemi di equazioni differenziali di un procedimento

di G, Cimmino.

Nota di EOBBRTO CONTI (a Firenze).

Simto. - Corne il primo periodo del n* 1.

1. Scopo délia presente Nota è quello di indicare corne si possa
estendere ai sistemi di k equazioni differenziali (ordinarie) lineari
di ordine n la tecnica ideata da Gr. CIMMINO (l) per la traduzion&
in equazione integrale dei problemi ai limiti (iineari) relatiyi ad
una sola equazione differenziale di ordine n,

II metodo di Gr. CIMMINO présenta su quello abituale basato sul-
V impiego délia f unzione di G-REEN il vantaggio cne il nucleo del-
1' equazione integrale cui si perviene dipende in maniera esplicita
soltanto dai dati del problema. Precisamente taie nucleo risulta
una funzióne lineare dei coefficient! délia data equazione ed una
funzione razionale intera délie ascisse dei punti nei quali si pre-
scrivono le condizioni accessorie del problema. Taie circostanza è
evidentemente di grande utilità in moite ricerche, quali ad es.
quelle relative ail' esistenza di autovalori (2).

(*) Yed. : Gr. CIMMINO, Sut problemi ai limiti per le equazioni différent
ziali lineart, « Mem. Accad. Sci. ïst. Bologna (10) 6 (1948-49) pp. 205-225.

(2) EquazionJ intégral! con nucleo dipendente esplicitamente dai dati
del problema ai limiti furono considerate anche da altri A A. Si cfr. ad
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La parte centrale del layoro di Gr. CIMMINO è dedicata alla tratta-
zione del problema ai limiti consistente nel prescriyere alla funzione
incognita v(t) dell'equazione differenziale data, assegnati yalori al}

a2,..., an in n punti tlt i2? -- ? tn due a due distinti.
Per analogia e per ragioni di semplicità, in questa Nota trat-

tiamo il problema consistente nel ricercare la soluzione vx(t)j
vx(t),..., vk(t) del dato sistema differenziale che assume i yalori
ans a i s , . . . , a ln ; a2lJ a2ï,..., aïn ; au , a*2,... , a&n rispettiyamente in
k gruppi di punti tn, # l2,..., tln; £21, tn,..., tin; fai, ^ 2 , - . , ikn
supposti tutti distinti quelli di un medesimo gruppo, ma non ne-
cessariamente distinti punti che appartengono a gruppi diyersi.

Giungeremo alla traduzione in equazione integrale del tipo di
Gr. CIMMINO applieando Ie piu elementari propriété del calcolo di
matrici.

2. Siano date n •+- 1 matrici quadrate di ordine k, funzioni
(reali, come tutte quelle considerate qui) della yariabile reale t :

Pi = Pt(t) • = <>, 1,..., n

definite in un certo interyallo (a, 6), eyentualmente illimitato ; in
(ay b) la matrice Pt(t) ammetta almeno la deriyata n — i-ma con-
tinua.

Sia poi u = u(t) un yettore a k componenti f unzione della stessa
t in (a, b), iyi dotato di deriyata n-ma continua e si consideri il
yettore

dnu n dn~lu ^ du n

(1) LM = Pb ~öfi •+- Pi ^ r - ~ + •» + p « - i -gï •+• P«M-

Detto v = ^(i) un secondo yettore a fc componenti, come u(t)
funzione di t in (a, b) con deriyata w-ma continua e indicata con
Pt — P^i) la matrice trasposta della P , , il yettore

si dira l'aggiunto di Ln{u).

Si yerifica allora facilmente (ricordando che si ha a X Ab =

= b X -Aa c°tt et e & yettori qualsiasi ed A matrice qualsiasi, A

gine 164-183 ; b) Sugli autovalori per Ze equazioni différenciait Mneari del
ter zo ordine e sopra due classi di equazioni del ter zo ordine Ie quali am-
mettono infiniti autovalori tutti reali, ibid. 3 (1932), pp. 128-140; LL BE-
RETTA, Sugli autovalori per Ie equazioni differenziali lineari omogenee del
quarto ordine, ibid. è (19S7), pp. 47-82.
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trasposta di A) che yale l'identità di GREEN : (3)

(3) v x L„(u) - u x Mn(v) = | ["f.1 Ç S X Ms(v)] •

Indicato con t un qualunque punto di {a, b), siano assegnati k
gruppi ciascuno costituito da n pùnti di (a, 6)

f 1 1 î ^ 2 1 î " • ? ^ î l î **• ï ^ ï i l

^ supponiamo che siano distinti i punti di un roedesimo gruppo,
mentre due gruppi diversi possono avere punti in comune,

Integrando la (3) da t a txj possiamo scrivere (indicando con T
la variabile di integrazione)

%
/ I «(T) X Ln(u(r)) — «(T) X 3f>(x)) | fa =

n—1 dn-*

Detto t*)(^) un vettore costante, per il momento arbitrario^ si
consideri il vettore

(5) (^^Z!

per il quale si ha, eyidentemente

(6) « _ ^ _ = L M U « « » ; . = 0,1,..., » -

e quiudi anche

(3) II simbolo X sta ad indicare 1' operazione di prodotto scalare.
La (3) trovasi per n = 1 ad es. in Gh SANSONE, Equa&ioni di\

nel campo reale, l a ed, (Bologna, 1948), parte l a , p. 61.
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e si ha inoltre

e quindi
n (in—r»ÂUj) n

(8, L><») = Sr Pr 5 - ^ - = 2r ^ ^

Se sostituiamo nella (4) il yettore (o) al posto di u, tenendo
conto delle (6), (7), (8) si ha

tv
r ( f

Detto ïf#(f) il polinomio di grado n — 1 che assume il valore uno
per t = tij ed il valore zero negli altri punti tli7 t2j,..., ^ „ ^ ,

- . , *«ƒ d e l gruppo jmo, ossia (4)

moltiplichiamo per lió{t) ambo i memhri di ciascuna (9) e per ognij
sommiamo rispetto ad i da 1 ad n ; ayendo presenti le identità

(11) S, J„(t)(t - ij = 0 , s = 1, 2,. . . , n - 1
ï

otteniamo

(12)

- £ hj(t) [»<if) X Po(tM«)]^ , U = L 2, . . . , fe)

Perciö :
se v{t) è ^na soluzione del sistema di equazioni differenziali lineari
di ordine n
(A)

(4) Cfr. ad es. : Gr. SANSONE, Sviluppi in serie di funzioni ortogonali,
2a ed. (Bologna, 1946), p. 291.
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(dove g — g(t) è un vettore continuo in (a? b), assegnato), essa deve
soddisfare anche il sistema di equazioni integrali lineari

i

v 7 m /ifr-^ï1-1

i J f (w—ijl
x

- Sf M') ƒ j IKT) X Sr
 l

( r _ 7 } ! Pr( ()(tj) dr.

3. YiceTersa :
v(t) è un vettore (con derivata n-ma continua (5) soddisfacente (B)

è anche solutions di (A).
Infatti si puö scrivere

f )ƒ f f (T(̂

e con una integrazione per parti

â «" = ï , i„m ['s,1 (-^

x

f
dr

f * M - ! ) )<t''> X

Ma la prima S del 2° membro è nulla in virtù delle (11) co-
siccliè puö scriversi

^ - S.- io-
- 2 »W)

(5) Qüesta circostanza si verifica se flf(<) ammette derivate fino all' or-
dine n — 1.
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Al primo termine possiamo ancora applicare una integrazione
per parti e cosï via per n — 1 volte in tutto ; infine avremo

j \ y ^ , x Wndx))g{)] = o

e quindi per la arbitrarietà di t e la continuità delle funzioni in-
tegrande

cioè raie (A).

4. Consideriamo per il sistema (A) il problema ai limiti di cui
al n. 1, consistente nel prescrivere alla componente vfö) di v(t) n
valori assegnati a^, a s j , . . . , ani nei punti ^u-, t%ji..., fnJ rispetti-
vamente :

(C) ^(<u) = au-, Vj {t%j) = a2j,... ? Vj{tnj) = awi (j = 1, 2,.. . , *).

Affinchè il sistema (B) traduca il problema (A), (C) occorrerà
determinare in modo conveniente i vettori w(t-?) fin qui arbitrari.

Se indichiamo con ^ji°(t), Kj2°(t)< •.•, ^^(t) rispettivamente i com-
plementi algebrici degli elementi ptil°{t), pyi\t\ .*. , Pjffi) &i PQ(t)
basterà supporre

ed avremo allora per i noti teoremi di LAPLACE

««•" X P0(*,XW = «(M X Pot^ 'W = det P0(^)%(y = det P0(ya,,,.

cosiccb.è il 1° termine di (B) si puö scrivere

(14) a,(i) = 1, hj® det P0(^y)a,, (i = 1, % ..., ft),

essendo a3{t) il polinomio di grado n — 1 che nei punti tlU i^,..., i1O'
prende i Yalori, dei P^t^a^, det P0(^j)<%, »., det P0(fni)an?- nell'or-
dine. Dunque:
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Le (B) traducenti il problema (A), (C) si possono scrivere

(B') £ Iy(*)cüW x P*{t)v(t) = «*,(*)
1

"frjlwrr (r-i)i ^

do<ye coW) è definito mediante la (13), aj(t) mediante la (14) e y/*) * ^a

funzione nota

X gft \ dr.

Dalla (B') appare evidente che il nucleo, corne già nel caso di
una sola equazione considerato da GL CIMMIKO, dipende linearmente
dai coefficienti ; tale nucleo non è perö in generale un polinomio
nelle ascisse t,f.

5. Osserriamo ancora che al primo membro della (B') si puö
dare una forma piu espressiva. Se poniamo

Ujk(t) = S, ïyi

(cosicchè Ilj^i) è il polinomio di grado n — 1 che è uguale a Kj
itjNtij)) »., KjWnj) n e i punti <ji, ijj, ..., tnj] ,.* ; njfe°(^) è il polinomio
di grado n — 1, uguale a ^^{tjj, 7TJA.0(̂ J)J .„ , ^ ( i ^ ) negli stessi
punti) e introduciamo la matrice

/nu(«) ... nlt(*)\

\nk,(t)...nkk(t)l
ed il vettore eij) che ha la componente Jma uguale ad uno e tutte
Ie altre nulle, allora il primo membro di (B') si scriye
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e la (B') si scriye in definitiva

t

f ƒ ! w
Terminiamo osservando che se Po(£) si riduce alla matrice imita

(di ordine k) lo stesso è della ÏI(̂ ) ed il primo membro di (B') si
riduce alla componente vs{t) di v(t) ; inoltre si ha td(v} = wcV1 =
= ... =w(ltf)=:eW) e il nucleo di (B') risulta pertanto un polinomio


