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Determinazione esplicita, in funzione dei dati, del nuecleo della

equazione integrale traducente un problema ai limiti. Esten-

sione ai sistemi di equazioni differenziali di un procedimento
di 6. Cimmino.

Nota di RoBerro ConrI (a Firenze).

Sunto. - Come il primo periodo del n. 1.

1. Scopo della presente Nota & quello di indicare come si possa
estendere ai sistemi di %k equazioni differenziali (ordinarie) lineari
di ordine % la tecnica ideata da G. CiMminNo (!) per la traduzione
in equazione integrale dei problemi ai limiti (lineari) relativi ad
una sola equazione differenziale di ordine =.

Il metodo di G. CiMmMINO presenta su quello abituale basato sul-
Pimpiego della funzione di GREEN il vantaggio che il nucleo del-
I’ equazione integrale cui si perviene dipende in maniera esplicita
soltanto dai dati del problema. Precisamente tale nucleo risutta
una funzione lineare dei coefficienti della data equazione ed una
funzione razionale intera delle ascisse dei punti nei quali si pre-
scrivono le condizioni accessorie del problema. Tale circostanza &
evidentemente di grande wutilitx in molte ricerche, quali ad es.
quelle relative all’ esistenza di autovalori (3).

(!) Ved.: G. CiumINO, Sui problemi ai limiti per le equazioni differen-
ziali linears, « Mem. Accad. Sci. Ist. Bologna (10) 6 (1948-49) pp. 205-225.
(?) Equazioni integrali con nucleo dipendente esplicitamente dai dati
del problema ai limiti furono considerate anche da altri AA. Si cfr. ad
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La parte centrale del lavoro di G. CiMmMINO & dedicata alla tratta-
zione del problema ai limiti consistente nel prescrivere alla funzione
incognita o(f) dell’equazione differenziale data, assegnati valori a,,
@y, ey @, in w punti £, £, ..., ¢, due a due distinti.

Per analogia e per ragioni di semplicitd, in questa Nota trat-
tiamo il problema consistente nel ricercare la soluzione w,(f),
Vy(t), ..., va(f) del dato sistema differenziale che assume i wvalori
Uypy Brgyeeny Gyps Qgyy Qogy evny Ogy s AiL, Qi2y .o y Gin Tispettivamente in
k gruppi di punti £, £, ., 8.5 fa1y logseees bon; B2, 842y ooy bin
supposti tutti distinti quelli di un medesimo gruppo, ma non ne-
cessariamente distinti punti che appartengono a gruppi diversi.

Giungeremo alla traduzione in equazione integrale del tipo di
G. OCrMMINO applicando le piit elementari propriety del calcolo di
matrici.

2. Siano date % + 1 matrici quadrate di ordine %, funzioni
(reali, come tutte quelle considerate qui) della variabile reale t:

P,=P() =0 1,..,n

definite in un certo intervallo (a, b), eventualmente illimitato; in
(a, b) la matrice P,(f) ammetta almeno la derivata # — i-ma con-
tinua.

Sia poi # — u(f) un vettore a k componenti funzione della stessa
t in (a, b), ivi dotato di derivata n-ma continua e si consideri il
vettore

n n—1

) L,(u)y=P, C;TZ, + Py 37_-? + ..+ P, %i: + P, u.

Detto » =(f) un secondo vettore a %k componenti, come wu(f)
funzione di ¢ in (o, b) con derivata n-ma continua e indicata con
P,= P) la matrice trasposta della P,, il vettore

d”l_’;'u
dt”b

d=1Pw dP,_v =
—(— —qp-1 2 =17 it ont el
2y M, (v)=(—1)" +(—1) TS e i s + P
si dird 'aggiunto di L,(u).

Si verifica allora facilmente (ricordando che si ha a > Ab—=

—bx Aa con @ e b vettori qualsiasi ed A matrice qualsiasi, 4

gine 164-183; b) Sugli autovalori per le equazioni differenziali lineari del
terzo ordine e sopra due classi di equazioni del terzo ordine le quali am-
mettono infiniti autovalori tutti reali, ibid. 3 (1932), pp. 128-140; L. Be-
RETTA, Suglé autovalori per le equazioni differenziali lineari omogenee del
quarto ordine, ibid. 8 (1937), pp. 47-82.
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trasposta di A) che vale I’ identita di GREEN: (?)

d [nTldr—'"su
®) 03 Tufu) — < Mf0) = 5| S G < M.

Indicato con £ un qualunque punto di (@, b), siano assegnati k
gruppi ciascuno costituito da » punti di (a, b)

fiy Bars s Byseeny

..............

..............

e supponiamo che siano distinti i punti di un medesimo gruppo,
mentre due gruppi diversi possono avere punti in comune.
Integrando la (3) da { a {,; possiamo scrivere (indicando con t
la variabile di integrazione)
ty
/ 10() X L) — uls) > M, (o(e) | dr =
t

n—1 dn-—-l—su n—1 gn—1—sy
= (B G )y, > Mlott) — "5 et < Mgkt +

dn—lu - tz
+ [——dtn_, < Po(t)v(t)] e

Detto w%’ un vettore costante, per il momento arbitrario, si
consideri il vettore
-1
B Ul 77)

) wiN(f) = (m

i

per il quale si ha, evidentemente

dn—l-su(ij) (t — tﬂi)s

(6) T — L0y s =0, 1,.., n—1
e quindi anche
0
An—1—sqq (i 0
(7) (W)_t: . ; s=1,2..,n—1
=t; .

(3) 11 simbolo X sta ad indicare I’ operazione di prodotto scalare.
La (3) trovasi per =1 ad es. in G. SANSONE, Equazioni differenziali
nel campo reale, 1* od. (Bologna, 1948), parte 12, p. 61.



DETERMINAZIONE ESPLICITA, IN FUNZIONE DEI DATI, DEL NUCLEQ, ECC. 399

e si ha inolfre

0
A 0
am —\ :
0
e quindi
B » dn—ru(u) n ( — )r-l B
Ny — =z W by «
®) L) =2 P, = 5,5 P,

Se sostituiamo mnella (4) il vettore (3) al posto di u, tenendo
conto delle (8), (7), (8) si ha

tij

J ; (t) 2,. (r — 1);—1 P (t)o@ — %_—iw"ﬁ > M, 'v(t))% dr =

L — b, 9 ¢ Btwit) |
=— 3, — 7 0@ X M(t) + |0 xPo(t)v(t)L

1

Detto 1,;(f) il polinomio di grado # — 1 che assume il valore uno
per t=1t; ed il valore zero megli altri punti %,;, £;,.... tiyy,
tipyis s by del gruppo jmo, ossia (')

— (t - tl)') (t — tm) (t _ tz—)])( 1+U)"" (t - tnj)
W0} Lol = (00 By — ) o by — i) (g — i) o g —

moltiplichiamo per l,;f) ambo i membri di ciascuna (9) e per ogni j
sommiamo rispetto ad ¢ da 1 ad »; avendo presenti le identita

(11) Rt —ty=0 , s=1,2.,0—1
1
otteniamo
i (=t
: R NET e
le lij(t)'/‘ ’D(T) > 214’:{—;—:1—)—-!' PT(T)O)( 7)___Wu)( J)XMn(U(T))) =
(12) ;
= éﬁz,(t)[ ) xPo(t)v(t)} . =12..,k
Percid :

se v{t) & una soluzione del sistema di equazioni differenziali linears
di ordime n

(A) M,(v) = g(¢)

(4) Cfr. ad es.: G. SANSONE, Sviluppi in serie di funzioni ortogonali,
2% ed. (Bologna, 1946), p. 201,

26
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(dove g = g(t) & un wvettore continuo in (a, b), assegnafo), essa deve
soddisfare anche il sistema di equazioni integrali lineari

(B) 2 Loft)o® < By(fo(t) = 3 i Lyt)o X Byftolts) +

(c =t

(n— 1)_~ Wt > gr)

dr —

+i@mf
1
t

by
( _ tu !

— ...ll Li(t) [ o(t) X er (—1)—' P, (z)o0t | dr.

3. Viceversa:
se v(t) & un vettore (con derivata n-ma continua (°) soddisfacente (B)
esso & anche soluzione di (A).

Infatti si pud scrivere

1,00 [0 = Bgotn |}'= %mﬂ} € ¢ B et +

(s — ty )=

in— {)! dr,

Wl S¢ [13"(':)11(1) — Q(T)}

e con una integrazione per parti

tis

%hmprﬁwmﬂwzﬁhurdﬁfiowXPu(ﬂt~
— ”ﬁﬂ'%“ " i s APAD

t{'

+E,m(
% 1,

i

o271

Wﬁﬁwwwxfﬁwm*mﬂw‘

Ma la prima ¥ del 2° membro & nulla in virth delle (11) co-
sicché pud seriversi

tij
w%—tr

n . — tii n B
Zl“i lij(t)[w(u) > Po(t)v(t)]tf _ Z, l,](t) 2 W) 3¢
1

() Questa circostanza si verifica se g(f) ammette derivate fino all’ or-
dine n — 1.
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tJ
(- — b

dP ()
(n — 1)!

Q P, _(x)v
T e = 5100 AP, ()
t

) -
@ [ dr

+ By fapts) — gt d.

Al primo termine possiamo ancora applicare una integrazione
per parti e cosl via per » — 1 volte in tutto; infine avremo

5, 14t f - 0 3¢ [ 0(5) — glelds =0

e quindi per la arbitrarieth di ¢{ e la continuita delle funzioni in-
tegrande
M (o(t) — g(t) =0, t in (a, b),

cio® vale (A).

4. Consideriamo per il sistema (A) il problema ai limiti di cui
al n. 1, consistente nel prescrivere alla componente vi{f) di () »
valori assegunati a,;, @;,.., a,; nei punti ¢,;, {,;,..., {,; rispetti-
vamente :

(C) /Uj(tlj) =0, Y (tzj) L) 'Uj(tnj) = Qy; (.7 =1, 2,.., k).

nj

Affinche il sistema (B) traduca il problema {A), (C) occorrera
determinare in modo conveniente i vettori %’ fin qui arbitrari.
Se indichiamo con =;°(¢), 7;,°(f), ..., 7;;°(f) rispettivamente i com-
plementi algebrici degli elementi p;°(f), p;%¢), -, 0;°(f) di Py(?)
bastera supporre
75, °(t:5)
(13) lid) — “.iz?(tr.f)
T Abis)
ed avremo allora per i noti teoremi di LAPLACE
w9 5 Po(t,j)”(tii) = 0(liy) X Pylty)'? = det Py(,vilt;) = det Pytij)a;
cosicche il 1° termine di (B) si pud scrivere

(14) o) =i b det PitJay (=12 .., )

essendo @,(f) il polinomio di grado w — 1 che nei punti £, t,;,..., ¢,,;
prende i valori, det Pyf,;)a,;, det Py(t,;)ay;, ..., det Py(l,;)a,; nell’ or-
dine. Dunque:
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Le (B) traducenti il problema (A), (C) st possono scrivere
n —
(B Zli L{t)eo " X Py(tolt) = ay(t) + v,(f) +
¢
-+ g ’ 1,3 % [—T—jtu—.)r—lP (T X< v{7) { dz
i A T e
iy
dove olli) ¢ definito mediante la (13), aj(t) mediante la (14) e y,(t) & la
funzione nota

ti
< (T - tij)"_l i -
‘Y,(t) = %’i l,](t)f W w3 g(t) % dr.

t

Dalla (B') appare evidente che il nucleo, come gia nel caso di
una sola equazione considerato da &. CimMINO, dipende linearmente
dai coefficienti; tale nucleo non & perd in generale un polinomio
nelle ascisse ¢,;.

5. Osserviamo ancora che al primo membro della (B') si pud
dare una forma pih espressiva. Se poniamo

| 1ot = 3 Lttt

ij(t) == 21::' l:‘j(t)“jko(tij)

(cosicch® I1;,(f) & il polinomio di grado » -— 1 che & uguale a =, ({,)),
75 0(ts5) 5 -, 75,%(8,5) nel punti €5, £, ..., £,55..; MR#) & il polinomio
di grado n — 1, uguale a m;,°fy), 7 %Ey0), .., ™(f,s) megli stessi
punti) e introduciamo la matrice

I, (8) ... T ()
TI(¢) = ( ......... )
() - .. ()

ed il vettore ¥’ che ha la componente jmz uguale ad uno e tutte
le altre nulle, allora il primo membro di (B’) si scrive

B, 1,00 ¢ By(tyo(t) = Pyt) B, Laltjo® < o(f)=
1 1

n

214. li(f)),O(tir)

= P,(t) : > v(t) = Py(?) (
i ch(t)"rikoo(ti))

1L, (#)
: )>< oft) = Py(t)T(E)e” X 1),
(%)

~=hM
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e la (B') si scrive in definitiva
P, (DOII(E)e? < v(t) = aft) + yi(f) +

t
n . n (’C——-tij)"_’l e (
+ 3 [t 3, G pr <t 0

2J
Terminiamo osservando che se P(f) si riduce alla matrice unita
(di ordine k) lo stesso & della TI(#) ed il primo membro di (B’) si
riduce alla componente wv,(f) di »(f); inoltre si ha o) = w® =
=..=o0l=2¢% ¢ il nuecleo di (B’) risulta pertanto un polinomio

nelle £...



