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Intorno ad una superficie del sesto ordine avente 63 nodi.

Nota di Dionisio GALLARATI (a Genova).

Sunto. - St considera una F6 dello spazio ordwnario che possiede 63 nodi
e si studia la configurazione di tali puniti.

1. 11 numero massimo di nodi che fino ad ora si sia riusciti ad
imporre aa una superficie del sesto ordine F'®, che appartenga
allo spazio ordinario ed abbia soltanto punti doppi isolati, & 63. I1
risultato devesi a B. SeerE (') il quale ha anche dimostrato una
proposizione generale da cui discende che una F¢ dello spazio or-
dinario, che soddisfi a certe ipotesi di generalitd, non pud posse-
dere pin1 di 63 nodi.

La lettura della Nota di B. SeeRE mi ha condotto, sfruttando
un’idea ivi contenuta, a costruire una F°® con 63 nodi come con-
torné apparente di una particolare forma del guarto ordine di S,
da un suo punto doppio su di un §; (}). Mette forse conto di tor-
nare su questa F% per aggiungere alcune considerazioni sulla con-

(!) B. SeGRE, Sul massimo numero di nodi delle superficie algebriche,
Volume in onore di G. Loria, Grenova 1952
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figurazione dei 63 nodi; cid faccio qui, ricordando anzitutto il pro-
cedimento con cui la superficie in questione si ottiene.

Siano x, x,, x,, x;, %, coordinate proiettive omogenee di punto
in S, e sia T il relativo pentaedro fondamentale. Se

#&yy Xy, ey ) =0

& una V;®> non specializzata tangente alle cinque facce di T in
punti generici, la V,* di equazione

oy, 22 .y 2 =0

possiede 40 nodi isolati. Si vede facilmente che, in generale, il
cono I,* tangente a V., in ciascuno di tali punti & un cono di
prima specie e non contiene alcuno degli altri 39 punti doppi di V,*
La V,* possiede 960 rette, di cui ne passano 24 per ognuno dei
40 nodi, sicche il contorno apparente di V,* su uno spazio S; da
uno qualunque dei suoi 40 nodi & una F° dotata di 24 + 39 =63
punti doppi, tutti isolati. Di questi 63 nodi, 24 costituiscono la
completa intersezione di una quadrica con nuna F? ed una F* di S,.

2. Una V;* di S, non specializzata, tangente alle 5 facce di T
ha equazione:

Il =0, 1,..., 4
?_‘xj A - (%.7— PRt AL | );
con A =| a,;| matrice quadrata simmetrica non degenere del 5° or-

dine, avente nulli tutti gli elementi della diagonale principale
(a;; ==0). I cinque punti in cui V;* tocca le facce di T hanno coordi-
nate (@, @iy Gy, A, @) Pertanto (%) i 40 nodi della V,* di equa-
zione :

0 =z
x® A

J

O == =40

sono:
Pyt Vo, *£Vag, *=Vay, +Va,, =Vay)

t=0,1,..., 4; h =0, 1,..., 7). Hssi appartengono ad 8 ad 8 alle
cinque facce di T (e ciascumo ad una sola di tali facce) e gli otto
punti P,(h =0, 1,..., 7) che appartengono alla medesima faccia di
T (x; = 0) appartengono a 4 a 4 a 12 piani, costituendo una confi.
gurazione proiettivamente identica a quella degli otto vertici di
un cubo: ognumno degli 8 punti appartiene cosi a 6 di quei piani.

Consideriamo ora cinque dei 40 punti P,,, scelti uno per ogni

(®) Cfr. i lavori citati in ('), (%)



394 DIONISIO GALLARATI

faccia d1 T; il d terminante delle loro coordinate &:

0 *Va Ve, =Va, =Va,
+Va, 0 *=Va, x=Va, *=Va,
+Va, = Vay, 0 =Va, =Va,
+Va,, =Va, =+ Va, 0 =+ Vag,
+\a, =Va, =Va, =Vo, 0

Fissato uno degli otto punti P,,, ossia fatta una scelta dei segni
negli elementi della prima riga, si vede subito che ci sono 8-4.2—=64
diverse scelte dei segni degli elementi rimanenti che rendano il
precedente determinante emisimmetrico e quindi nullo. Pertanto,
fissato un punto in una delle facce di T & possibile in 64 modi
diversi scegliere quattro punti P,, uno per ciascuna delle altre
quattro facce di T, in guisa da formare con quel punto quintuple
appartenenti ad un iperpiano. Di tali iperpiani mne esistono
864 =512. Quindi i 40 punti doppi di V;* si distribuiscono ad 8
ad 8 mnelle cinque facce di T ed a cinque a cinque, del tipo (P, ,
Pyy,s Pyyyy Py, Py), in 512 iperpiani.

Consideriamo infine la superficie F'® contorno apparente su uno
spazio S;* della V,* da uno dei suoi 40 nodi, per fissare le idee
da P,0, + Vag, + \/a—oz, + Vg, + Va,,): oltre i 24 nodi che F'®
deve possedere in quanto contorno apparente su un S;* di una V;*
da un suo punto doppio (tracce sull’ S;* delle 24 rette di V,* uscenti
da P,) si hanno 7 nodi complanari appartenenti alla traccia sul-
I'S;#* dell’iperpiano x,=0. Tali punti sono, come si vede senza
difficoltyd, i quattro vertici ed i tre punti diagonali di un qua-
drangolo piano completo. Gli altri 32 nodi si distribuiscono a guattro
a quattro in 64 + 4 .12 — 112 piani, ciascuno di essi appartenendo
a 14 di tali piani. Ed inoltre si distribuiscono ad 8 ad 8 a for-
mare quattro configurazioni proiettivamente identiche alla confi-
gurazione degli ofto vertici di un cubo.

3. Scriveremo ora I’equazione del cono circoscritto a V,* da P,
in modo da ottenere una rappresentazione analitica pentaedrale
della F'®, particolarmente atta a mettere in luce i 63 punti doppi.

Indichiamo con A sia la matrice {|a,,| che il suo determinante,
con A,, il complemento algebrico dell’elemento a,, in 4 e con
A, &, ®,,..., ?, 1 complementi algebrici degli elementi della prima
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colonna di ¢. Risulta, come subito si controlla,

ad %D PR

— 4 q) M — . — 2 ie — :

aw._ xv. i) awiz 4¢'z sz An b) oL ax] 8(1'3 x.? i

230 R 3

oc;® Tl is o, "’ax —8xd,; 8,00 j0x;

e P ‘P o PR
_42—2411,”-; —z-—-Q:—SAij; 3 — = 3 = =

ax; 02,70 ; o *ox 6, o0ac;%0x; 090,02,00,02;,

# 4, 1. k=0, 1, 2, 3, 4; 4, j, I, k diversi tra loro).
Il cono T,® circoscritto a V,* da P, ha I’equazione

1) M? —3LN=0,
ove, per abbreviare, si & posto:

R

4 4 - 4
M’:Z oS XX 5%, =—24 3, xVa,; 2; 4.2
471 8200 502, ) Py Paad) I‘J f\/ 0J %‘ [¥ i

0
4 2]
%‘;,( ‘ ) xac; = 4Ax,* —8>1 i Vag V ag, .,

L=
02, 0% 5] Py,
o'
—_— ; = — 249,
N= ?z}lk (ax ox; ax,w,‘)wa seaals 4

La (1) diviene allora:
4 4 2 4 -
@) 2(2 xjva’oj 2 Am’xiz) — (Ax* — 2 Zz‘kAik\/aoi Vay,zx)® = 0.
1 0 1

Sono quindi doppie per T';®:

1) le 24 rette M =L — ® = 0,

2) le 39 rette che da Py, proiettano gli altri punti P,,; questi
invero sono doppi per I';% in quanto — oltre esser nodi di ®—=0 —
appartengono al cono M ==0, come risulta dai noti teoremi di LA-
PLACE sui determinanti.

Si ha cosl una rappresentazione pentaedrale della #°, la quale
ne mette in evidenza i 63 nodi.

4. Relativamente alla F® con 63 modi di B. SEGRE, si vede
senza difficoltd che anch’essa possiede 32 nodi distribuiti ad 8
ad 8 a formare quattro. configurazioni proiettivamente identiche
alla configurazione degli ofto vertici di un cubo, e che gli altri
suoi 31 nodi sono legati ad un tetraedro T(4,, 4,, 4,, 4,;) in
guisa che:
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1) un vertice, ad esempio 4,, & uno di essi;

2) ognuno dei tre spigoli 4,4, contiene altri due di quei nodi;

3) ognuno dei tre piani 4,4,4, contiene altri quattro di quei
nodi ;

4) il piano A4,4,4, contiene gli altri dodici nodi.

Cid lascia pensare che la F® di B. SEGRE e quella di cui & og-
getto la Nota presente mon siano proiettivamente identiche, in
quanto le due configurazioni dei loro nodi siano fra loro proiet-
tivamente diverse; ma non & facile provare se cosi & di fatto.



