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Sui eriteri del rapporto per la convergenza delle serie
a termini positivi

Nota di C. T. RasacopraL {(a Madras, India).

Sunto. - I classici teoremi basati sui criteri del rapporto per la convergenza
delle serie a fermini positivi, ed alcuni nuovi, possono essere stabiliti
confrontando le serie con un convewniente integrale.

L’ oggetto di questo lavoro & di mettere la trattazione di C. Bon-
FERRONI sulle serie positive [1] in relazione con altri lavori sullo
stesso argomento [2, 3. 5, 6, 7] che completano quelli classici cono-
sciuti [4].

11 criterio di D’ ALEMBERT per la convergenza delle serie posi-
tive pud essere formulato cosi.

I. Condizione sufficiente per la convergenza di X un, un >0, &

A log u, = log u,,., — log u, << — ¢ < 0.

Questo risulta subito dal confronto di X, con Xe—* e in ana-
logia al criterio di KuMMER [1, p. 224] & naturalmente legato al
confronto del seguente integrale.

IL. Sia ux >0 una funzione di x> 0 con derivata continua. Sia
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d
k—x_—_oo. Allora la condizione
X
d log u, k)4
T =I@= T 220

o«
assicura la convergenza di f uxdx.
[ee]
Per provare II confrontiamo semplicemente / #,.dx con 1 inte.
grale convergente
[ee] @x

/.exp ( j f(t)dt> dx ._—_jooe—eydy, E= fm %—f .

I1 seguente risultato & una estensione di I che pud essere ri-
guardato anche come una estensione di IL
II1. Supponiamo che | Dy ! sia una successione nella quale

0<D,<Dy<.., D,-0c0, AD,=D.,,—D,=0 ().

Supponiamo che I un, ux > 0, sia una serie soddisfacente la disu-
guaglionzo

A log u,
(1) ~ e < f(Dny)

A log u
<o —M%;—“Zf(bn+1)),

dove i(x) & una funzione di x > 0 con derivata f'(x) continua, tale che

(o)
[11/(@)] de < oo
Allora la condizione
oo @€

2) /exp ([f(t)dt) dax < oo,
o« x
(0 / exp ( f f(t)dt)dx = oo), e sufficiente per la convergenza (o diver-
genza) di X uy ADy.
ITI & stato dato da me altrove [5, Teorema II] con alcune pic-
cole differenze. Lia sua prova & qui sotto delineata per completezza.
Prendendo il caso della convergenza III, noi troviamo dal primo
caso della (1):

] Dyt
%ff—ﬁﬂs fit) - | e

D v-+1

=)+ [ |f@]dm, Dyt <Dy

D,

26
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Integrando 1’ ultima disuguaglianza da D, a D,.1, e sommando le di-
suguaglianze che ne risultano quando si faccia v=m, m +1,..,n —1,
otteniamo
Dn
log (, /u,) < [ f(H)dt +k, k= costante,
D

m

(o0
dalle ipotesi AD, =0 (1) e [| f(x)| dw < co. Quindi

a x
log (w, | ) < [ fit)dt — [ ft)dt (D, <@ < D,,,)
Dm Dn
x
< / f@)dE + k, + &, k, = costante,
Dm.

a causa délla limitatezza di f(x) per £« =3 >0 e della condizione
AD, = 0(1).
Scrivendo le disuguaglianze ottenute sopra nella forma

@x
u, unektbexp( [ f(Bat), Dy <Dy,
Dm

ed integrando da D, a D1, otteniamo

D’”«'h X
#,AD, < u,eote [ exp( [ f(t)t)de.

D, n Dm

Cid conduce immediatamente al caso della convergenza in IIL
Il caso della divergenza viene stabilito in modo analogo.

III & notevole perché riunisce in s& diversi risultati apparen-
temente distinti.

III - (i) Scrivendo in III
AD, =dpy1, u,AD, =u,dni1= Gnt1,.
troviamo che la speciale scelta f(x)—=—e¢ <0 da ¢l criterio di

KUMMER, cioé che la condizione o

1 Ont2 ] dpt2
— oty 1.
Ay lo A1 [ A1 =—e<0, d,=0(1),

_L (an—l—Z | Ant2
dn_l._]_ dn—|—l / dn+l

oppure

——1)§——e<0,

delle quuli la prima implica la seconda giaccheé log i <<t —1 (> 0),
assicura la convergenza di X ani1, any1 > 0.
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IIT - (ii) Réstabilendo III per X ani1 ==X uyADy, con f(x) scella
successivamente come nella Nota di BONFERRONI [1, p. 224], cioé con

1+ 1 1+c¢
flo)=—"p s f@)=—f— o,
fle)= —1 L L+ e ete.,

x wxzlogx «xloga log,x’

dove ¢ & un qualsiasi nwmero reale, si ottiene una generalizzazione
dei criteri associati ai nomi di BERTRAND ¢ DE MORGAN.

Si osserverd che gli integrali di confromto in IIT-(i), TTI- (ii)
sono esprimibili nella stessa forma come in II:

oo
fe—ﬁydy con y=—uw, logx, log,x,.. successivamente.
III-(iii). Se Zun, un >0, & una data serie ed r(x) & una fun-

zione tale che r(n) —=ry=—Tup41/un, 0 << 4 <<v(n) << B, r'(x) esiste ed

o0
& continua, f |r'(x)| dx < oo, allora moi possiamo premdere in III,
Dopja=mn, f(x}=1logr(x), e concludere che X un converge o diverge
con 1 integrale

e}

X
[exp([logr(f)dt)dx,  [Brinx, 2, Teorema ITI].

Le seguenti due deduzioni da IIT sono criteri per la conver-
genza (o divergenza) di X wu,, u, <0, implicanti il doppio rapporto
(n-+2/ Uni1) [ (Un-1 [08,,).

IIT - (iv). Supponiamo che X un, un << 0, sia una serie soddisfa-
cente la condizione U1/ tu — 1 guando n — oo e la disugunaglionza :
3) A%Jog u, = g(n), A? Jog u,, = A(log Uny1 — log u,)

(0 A*log un << g(n)), dove g(x) & una funzione di x> 0 tale che

. 4 glx) 0
wando

o
0<xy<<x — o0, /g(m)dw<oo.

Allora la condizione
oo @* (0]
4) /exp (-— fdt/g(u) du)dm < oo
i

[ee] X Q0
(o f exp (— f dt / g(u)du) dx=oo) asstcura la convergenza (o la di-
t

vergenza) di X n.
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Per provare la parte che riguarda la convergenza di III-(iv),
sommiamo le disuguaglianze nel primo caso della (3) per n, n + 1,
n + 2, ... e otteniamo la seguente disuguaglianza per tutti i grandi#,
usando le condizioni Alog #n+1 — 0 e 2 g(n) < oo,

—Alogu, = g(n) + gn + 1) + ...
[e.0] 0
= [ gwiu=—f@), @)= [ glwda.

n @
Quindi il primo caso della (3) implica il primo caso della (1) con
f(x) scelta come sopra e Dyi1=mn, mentre il primo caso della (4)
si riduce al primo caso della (2) con la stessa scelta f(x). Conse-
guentemente il caso della convergenza di I1I1-(iv) & una deduzione
del corrispondente caso della III.

I1 caso della divergenza della III-(iv) pud essere dedotto da
quello della IIT nello stesso modo osservando che il secondo caso
di (3) da

— Alog Uni2 << gn + 2) + g(n + 3) + ..

= / guydu—=—ftnrn+1), flxj= — /g(u)du,
n-}1 @®

che & il secondo caso della (1) avendo scelto f(x) come sopra e
Dpizs=n+1, (n=0,1, 2, ..)

III-(v). Sia X un, un > 0, una serie in cué Uni1/un — 1 quando
n — oco. Sia R(x) una funzione di x> 0 tale che

Blz)=EB®) per a'>x>0,

Unt2 | U
Rn)=R, = M
Uut1] U,

0]
Allora X log Ry < oo, cosi che [ log R(x)dx < oo, e possiamo prendere
g(x) = log R(x) én IIL-(iv), concludendone che la serie X un converge
o diverge con I integrale

[ee]

[ exp (-— /xdt fa;og B ('u,)du) dex, [BriNK, 2, Teorema VIJ.
t

BriNk [2, Teorema VII] ha dato anche una variante di IIE-(v)
mentre MARGARET MARTIN [3, Teoremi 1, 2] ha dedotto da III-(v)
successioni di criteri di doppio rapporto per la convergenza delle
serie a termini positivi in analogia a quelle di BeErRTRAND-DE
MoRreAN di criteri del rapporto ordinari. Una delle successioni di
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MARTIN [3, Teorema 1] & pill naturalmente da riguardarsi come
il risultato della scelta di g(x) in III-(iv) successivamente, cosi che

o]
fla) = — [ gludu

x
diviene a sua volta ciascuna delle funzioni in IIT-(ii). Per esem-
pio, due fra i eriteri di guesta successione corrispondono alle prime
due scelte di f(x) in II1-(ii), e possono essere stabiliti come sotto.

Sia T un, un >0, una serie nella quale upt1/un — 1 quando

n — oco. Allora X un é convergente (oppure, divergente) quando una
delle sequenti condizioni & soddisfatla :

lim log n(n®log R, — 1)>1) (oppure, << 1),

#~—00 R — Unt3/ Untt,

nl_i_{rlmlogzn{logn(n?logR,,—l)—11>1 (oppure, <)\ “™ wUpt1/u,
Si pud dire in conclusione che la nostra indagine sulla con-

vergenza delle serie a fermini positivi pud essere resa formal-

mente pilt completa estendendola in modo tale che includa:

a) un criterio del rapporto per la convergenza delle serie a
termini complessi, similmente alla successione generalizzata di
criteri in III-(ii) di BerTRAND-DE MoORGAN, che conduce al clas-
sico criterio di WEIERSTRASS quando D, == [6, p. 182].

b) criteri del rapporto per le serie a termini positivi in cui
si usi una successione m, |0 in luogo della successione D, toco, un
esempio essendo dato da un criterio per la divergenza delle serie
a termini positivi, analogo al criterio di convergenza di KuMMER
in IIT-() [7, p. 568].
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