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Sui criteri del rapporto per la convergenza delle serie
a termini positivi

Nota di C. T. EAJAGOPAL (a Madras, India).

Sunto. - I classici teoremi basati sui criteri del rapporto per la convergensa
delle serie a termini positivi, ed alcuni nuovi, possono essere stabiliii
confrontando Ie serie con un conveniente integrale.

L'oggetto di questo lavoro è di mettere la trattazione di C.
FEBRONI sulle serie positive [1] in relazione con altri lavori sullo
stesso argomento [2; 3. 5, 6, 7] che completano quelli classici cono-
sciuti [4],

II criterio di D'ALEMBERT per la convergenza delle serie posi-
tive puö essere formulato cosï.

I. Condizione sufficiente per la convergenza di Su n j Un>0, è

A log un s log un+l — log un < — £ < 0.

Questo risulta subito dal confronto di S un con S e~m e in ana-
logia al criterio di KÜMMER [1, p. 224] è naturalmente legato al
confronto del seguente integrale.

II. Sia Ux > 0 una funzione di x >> 0 con derivata continua. Sia
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= 00. Allora la condizione

assicura la convergenza di ƒ uxdx.
00

Per provare II confrontiamo semplicemente f uxdx con 1' inte-
grale convergente

CO X 00 X

J exp ( ƒƒ(*)#) d* =Je-wdy, » = ƒ f •
II seguente risultato è una estensione di I che puö essere ri-

guardato anche come una estensione di II.
III. Stipponiamo che \ Dn i sia una successione nella quale

0 *£D1 <B% < ..., Dn — oo, ADM = DM + J - Z>H = 0 (1).

Supponiamo che Su n , uL > O, sia una serie soddisfacente la disu*
guaglianza

(i)

A log Un ^

dove f(x) è una funzione di x > 0 con derivata f'(s) continua, taie che

J\nx)\dx <oo.
Allora la condizione

(2)

o ƒ exp(/f(t)dtjdx = o o j , è sufficiente per la convergenza (o diver-

genza) di S uu ADn.
III è stato dato da me altrove [5, Teorema II] con alcune pic-

cole differenze. La sua prova è qui sotto delineata per completezza.
Prenctendo il caso della convergenza III, noi troviamo dal primo

caso della (1) :

—Dv
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Integrando l'ultima disuguaglianza da Dv a _Dv+i, e sommando le di-
suguaglianze che ne risultano quando si faccia v=w ; m + l,...,n — 1,
otteniamo

log (un/um) < ƒ f(t)dt -h k, k = costante,

00

dalle ipotesi \Dn =̂ 0 (1) e ƒ| f(^) | dx < oo. Quindi

ae as

log K / * j < ƒ f(<)(« - ƒ A*)« (Dn < « < A,-M)

< f f(t)dt H- &! ™F- i, fcj = costante,

a causa délia limitatezza di f(x) per cc > 5 ;> O e della condizione
ADrt = 0(1).

Scrivendo Ie disuguaglianze ottenute sopra nella forma

X

un < ume^+* exp ( ƒ /(t)d»), D, ̂  x < Dn+lf

ed integrand'o da Dn a D«+ij otteniamo
W—pi GC

^nAi)n < umek*+k f exp ( ƒ f{t)dt) dx.

Oiö conduce immediatamente al caso della convergenza in III.
II caso della divergenza viene stabilito in modo analogo.
III è notevole perché riunisce in sè diversi risultati apparen-

temente distinti.
III - (i) Scrivendo in III

troviamo che la speciale scelta ffx) = — e < O dà il criterio di
KUMMEB, cioè che la condizione o

ĝ ea:̂ ^ ïa prima implica la seconda giacchè log Ç <̂  S — 1 (E > 0),
assicura la convergenza di S an+i, aû -i > 0.
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III - (ii) Ristabilendo III per 2 an+i = 5 tuADn ; con f(x) scelta
successivamente come nella Nota di BONFERRONI [l, p. 224], cioè con

f(x) =
1 v / xx x log x x log x

dove e è un qvalsiasi numero reale, si ottiene una generalizzazione
dei criteri associati ai nomi di BERTRAND e DE MORGAN.

Si osseryerà clie gli integrali di confronta in III-(i), III-(ii) '
sono esprimibili nella stessa forma come in II :

con y = x, log a?, logeas,... successivamente.

III-(iii). Se S Uu, un > 0, è una data serie ed 'r(x) è una fun-
zione tale che r(n) = rn = un_|_i/ un, 0 <; A < r(n) < B, r'(x) esiste ed

00

è continua, j \ r'(x) | dx < oo, allora noi possiamo prendere in IÎI,
Dn+i = n, f(x) =: log r(x), e condudere che S un converge o diverge
con V integrale

00 X

/ e x p ( | log r(t)dt)dx, [BRINK, 2, Teorema III],

Le seguenti due deduzioni da III sono criteri per la conrer-
genza (o divergenza) di S un, un < O, implicanti il doppio rapporto
(Un+21 Un+i) \ (tt»+i /W„).

I I I - (iv). Supponiamo che S un j u n < 0, s ia tena serie soddisfa-
cente la condizione un-f i / u u —* 1 quando n —> oo ela disug tiaglianza :

(3) A2 log un ^ £f(w), Ae log un = A(log ^ w + i — log un)

(o Al log un < ; g(n)), do^e g(x) è tena funmone di x > 0 toZe cfee

00

0 < £c0 <; x -^ oo, Jg(x)dx < oo.

Allora la condizione

(4) ƒ exp (— ƒ d̂  ƒ g (u) du}dx < oo

0Û X 00

f o jBxp^—Jdtjg(u)duj dx = ooj assicura la convergenm (o la di-
tt

vergenza) di
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Per provare la parte che riguarda la conrergenza di III -(iv),
sommiamo le disuguaglianze nel primo caso délia (3) per n, n -H 1,
n -+- 2,... e otteniamo la seguente disuguaglianza per tutti i grandie,
usando le condizioni A log un+i -*0 e ï g(n) < oo,

— A log un > g{n) -h g{n H- 1) H- ...
00 OO

^ ƒ g(u)du = — ƒ(*), flas) = ƒ JT(W)(2M.

Quindi il primo caso délia (3) implica il primo caso délia (1) con
f(x) scelta corne sopra e Dn+i = n, mentre il primo caso délia (4)
si riduce al primo caso délia (2) con la stessa scelta f(x). Conse-
guentemente il caso délia convergenza di III -(iv) è una deduzione
del corrispondente caso délia III.

Il caso délia divergenza délia III-(iv) puö essere dedotto da
quello délia III nello stesso modo osserrando che il secondo caso
di (3) dà

— A log Un+2 <, g{n -H 2) -h g{n -h 3) H- ...
00 00

^ ƒ g{u)du = — ƒ (w H- 1), f(x) ss — jg{u)du,

che è il secondo caso délia (1) avendo scelto f(x) corne sopra e
Dn+3 = n -+- 1, (» = 0, 1, 2,...).

III-(v), Sia S Un, u n > 0 , una serie in cui un+i/un -* 1 quando
n _ oo. Sia E(x) una funzione di x > 0 â?e c/̂ e

22(a:) > 22(05') >̂er oc' > as > 0,

i2(n)=BB = '

Âllora S log En < oo, cosi c7ie /log R(x)dx < oo, e possiamo prendere
g(x) = logE(x) in I I I - (iv), concludendone che la serie S un converge
o diverge con V integrale

oo a; oo

f exp(—f dtjlog B(u)du^dx, [BRINK, 2, Teorema VI].

BRINK [2, Teorema YII] ha dato anche una variante di III-(v)
mentre MAROARET MARTIN [3, Teoremi L 2] ha dedotto da I II-(Y)
successioni di criteri di doppio rapporto per la convergenza délie
serie a termini positivi in analogia a quelle di BERTRAND-DE
MORGAN di criteri del rapporto ordinari. Una délie successioni di
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MARTIN [3, Teorema 1] è più naturalmente da riguardarsi come
il risultato della scelta di g(x) in III-(iv) successivamente, oosï che

f(x) = — ƒ g(u)du

diviene a sua volta ciascuna dçlle funzioni in III-(ii). Per esem-
pio, due fra i criteri di tyuesta successione corrispondono alle prime
due scelte di f(x) in III-(ii), e possono essere stabiliti come sotto.

Sia S Un, un > 0, una serie nella quale un+i/un — 1 quando
n _^ oo. Allora Su n è convergente (oppure, divergente) quando una
dette seguenti condizioni è soddisfatta :

lim log n{n% log Bn — 1 ) > 1) (oppurei < 1),

lim \og2n\logn(n2logBn—1)—]
- 0 0

Si puö dire in conclusione che la nostra indagine sulla con-
yergenza delle serie a termini positivi puö essere resa formai-
mente più compléta estendendola in modo taie che includa :

a) un criterio del rapporto per la conyergenza delle serie a
termini complessi, similmente alla successione generalizzata di
criteri in III-(ii) di BERTRAND-DÉ MORGAN, che conduce al clas-
sico criterio di WEIERSTRASS quando Dn = n [6, p. 182].

6) criteri del rapporto per le serie a termini positiyi in cui
si usi una successione mn \ O in luogo della successione Dn \ oa, un
esempio essendo dato da un criterio per la divergenza delle serie
a termini positivi, analogo al criterio di convergenza di KTJMMER.

in I I I - (i) [7, p. 568].

B I B L I 0 G E À F I A

1. G. BoNFERRONi, « Boll. Un. Mat. It. », Serie III, 5 (1950), pp. 218-225.
2. R. W. BRINK, « Ann. of Math. », Second Series, 21 (1919-20), pp. 39-60.
3. M. MARTIN, « Bull. Amer. Math. Soc. », 47 (1941), pp. 452-457.
4. A. PRINGSHEIMJ « Math. Annalen », 35 (1890), pp. 297-394.
5. C. T. EAJAGOPAL, «Jour. Ind. Math. Soc», New Series, 3 (1938),

pp. 118-125.
6. C. T. BAJAGOPAL, « Amer. Math. Monthly », 48 (1941), pp. 180-185.
7. C. T. RAJAG.OPAL, « Amer. Math. Monthly », 51 (1944), pp. 566-570.


