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Sul problema délia derivata obliqua (*)•

Nota di DARIO G-RAFFI (a Bologna).

8 auto • Come il primo paragraf o

1. In una Nota, pubblicata in questo fascicolo del Bollettino della
TL M. I., il Prof. FICHERA ha ricavato una condizione affinchè
sia possibile il problema che, per brevità, diremo della derivata
obliqua. Alludiamo alla ricerca di una funzione W délie due va-
riabili x, y armonica e regolarë (*) in un dominio D, riferito ad
uu sistema di assi x, y, limitato dalla linea c su cui è assegnata

dW
la derivata -—j~ di W lungo una direzione l che forma colla nor-

f v

male n a c (orientata verso Testerno di D) un angolo @ (2), ehe
chiameremo angolo di obliquita. La condizione del FICHERA è la
seguente :

dW ,

dove f{z) è una funzione analitica regolarë nel dominio D della
variabile complessa B=X-*- iy e tale che su c il suo argomento
valga T angolo di obliquité O ; ovviamente j f[z) I indica il modulo
di questa funzione.

Ora, problemi di derivata obliqua si sono presentati al VOL-
TBRBA quando — poco meno di quarant7 anni fa (3) — ha svilup-
pato la teoria delle correnti stazionarie in una lamina metallica
soggetta ad un campo magnetico, cioè la teoria matematica dei fe-
nomeni di HALL e di CORBINO, Piu precisamente, il VOLTERRA ha
dimostrato che la ricerca del potenziale in una lamina piana ali-
mentata da elettrodi puntiformi posti nel suo interno si ricon-
duce a un problema di derivata obliqua, ma ha supposto la lamina

(*) Lavoro eseguito per
(4) Diremo funzione regolarë quella funzione che il PJCONE (Appunti

di Analisi superiore, cap. II, §. 1, n. 6) chiama funzione biregolare, cioè
una funzione continua, dotata di derivate prime continue in tutto D, di
derivate seconde finite e continue all' interno di D.

(2) II verso positivo degli angoli è, al solito, quello antiorario.
(*) Y. TOLTERRAJ Sulle correnti elettriche in una latmna metaUtca sotto

Vazione dt un campo magnetico, « Rend. Lineei, ser. "V, vol. 24 (191Ö)?
pp. 220-234, 289-303, 378-390, 533-543.
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omogenea e il campo magnetico uniforme, sicchè 1' angolo di obli-
quità risulta costante come f(z\ e la condizione (1) diventa ovvia
conseguenza délia stazionarietà délia corrente. Ma se la lamina
piana, sempre a]imentata da elettrodi puntiformi, si suppone non
omogenea e il campo magnetico non uniforme, vi è un caso — non
considerato dal VOLTEKRA e ché metteremo in evidenza in questa
Nota - in cui la ricerca del potenziale si riduce ad un problema
di derivata obliqua con angolo di obliquità variabile. In questo
caso vedremo che la condizione del FICHERA è soddisfatta suppo-
nendo nulla la somma délie intensité di corrente immesse nella
lamina degli elettrodi, come deve essere per la stazionarietà delle
correnti stesse. La (1) assume perciö un semplice significato fi-
sico e cosï pure assume, come vedremo, significato fisico la fun-
zione analitica ƒ(#), che verra introdotta in modo molto naturale.

2. Consideriamo una lamina piana che occupi il dominio D di
cui è accennato nel n.° précédente. Nei punti P,., . P.. . . Pn interni
alla lamina siano posti gli elettrodi puntiformi che immettono
nella lamina stessa Ie correnti positive o négative (x)) i1 ... %...K.
Come si è già osservato, per la stazionarietà delle correnti deve
essere :

(2) S,t, = <h
i

Sulla lamina agisca un campo magnetico normale al piano della
laïuina stessa e con direzione del vettore h (*). Allora la relazione
fra il vettore densità di corrente J (più precisamente J è il vet-
tore densità di corrente moltiplicato per lo spessore della lamina)
e il potenziale V del campo elettrico, si puö scrivere, per ogni
punto P diverso degli elettrodi :

(3) tT^z — agrad y _ p g r a d Y f\ 7c,

dove a e p (a > 0) (*) sono grandezze dipendenti dal mezzo e dal

(^ Ovviamente una corrente negativa è in realtà una corrente che esce
dalla lamina.

(2) Se il campo magnetico non è normale al piano della lamina terremo
conto solo della sua componente normale al piano (e perciö diretta come
h) trascurando alcuni fenomeni dovuti alla componente del campo magne-
tico lungo la lamina ; questa difficoltà si potrebbe, forse, evitare conside-
rando una lamina curva a forma di superficie sviluppabile, e sempre nor-
male al campo magnetico. Trascureremo anche Ie forze elettromotrici do-
vute alla non-omogeneità.

(l) ISTella memoria di YOLTBRRA a è indicato con K> $ con — KX ; queste
costantij a rigore, dovrebbero moltiplicarsi per lo spessore della lamina.
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campo magnetico in P, esse sono perciö funzioni del posto, (ossia
di x, y) che supporremo definite anche negli elettrodi e differenzia-
bili in tutto D. Alla (3) occorre associare Ie condizioni di conti-
nuité della corrente elettrica :

(4) div <T=0, (5) < / x n = 0,

la prima yalida in ogni punto interno alla lamina (esclusi gli
elettrodi), la seconda sul suo contorno c. Inoltre il flusso di J in-
torno a una linea circondante solo un elettrodo <Jeye essere uguale
all' intensità di corrente che esce dalP elettrodo stesso. Conside-
rando, come si fa sempre nella teoria delle correnti, i punti
P1... Ps... Pn come luoghi di singolarità logaritmica per il poten-
ziale, Ie condizioni sovraesposte determinano, come risulta in so-
stanza dalla memoria del YOIJTERRA, in modo univoco la Y e
quindi, per la (3), la distribuzione delle correnti.

3. Sostituiamo la (3) nella (4); otteniamo subito (AY è il lapla-
ciano di V)

(6) diy J = — (ocA V •+- grad a x grad V — grad $ /\ tex grad V) = 0,

II potenziale V risulterà armonico se :

(7) grad oc = grad p /\ te

viceversa se V è armonico e vale la (7) la «7* risulta solenoidale.
La (7) posta in forma cartesiana (2) esprime la condizione af-

finchè a e p siano rispettivamente la parte reale e la parte imma-
ginaria di una funzione analitica a ~h «p dalla variabile & uguale
a x -i-iy.

Sostituendo poi (3) in (5), tenendo conto che te f\ n vale #, vet-
tore unitario tangente a c orientato nel senso antiorario, detto &

V argomento della funzione a H~ ip (— ^ < 0 < o e l ^a direzione

definita nel n,° 1 si ha :

(2) Si ha inf atti proiettando la (7) sugli assi :



SUL PROBLEMA DELLA DERIVATA OBLIQUA 881

4, Ciö posto, come si fa sempre nella teoria delle correnti, po-
niamo :

(9) v=-i±gZ±+W

dove Wè una funzione regolare in tutto D, rs la distanza PPS, <xs, il
valore di a, calcolato in P s . Poichè V è armonica taie sarà anche
W compresi, per la sua regolarità, i punti P1... P s . . . P n . Inoltre sul
contorno c di D si ha, per la (8) :

d 2
dl ~ 8Ï is

Poichè coi termini della sommatoria di (9) si soddisfa, come si
vedrà fra breve, alle condizioni degli elettrodi, la ricerca del po-
tenziale V si riconduce alla ricerca di W, cioè? come si è affermato,
ad un problema di derivata obbliqua. È da notare che Tangolo
di obliquità è V argomento di a -K i$ su c. Questa funzione perció
coincide con j{%), che viene cosï introdotta direttamente e acquista,
in tal modo, un semplice significato fisico.

Per verificare Ie condizioni degli elettrodi introduciamo i vet-
tori «TQ. JX •,: Js... J~n. Il vettore <T0 sarà ottenuto ponendo nella (3)

al posto di V, W. il vettore JTS ponendo, al posto di V, ^ s .

Si ha subito :

(H) J^tTo-f- 2. <75.
1

Inoltre, poichè Ie funzioni poste nella (3) in luogo di V sono armo-
niche il vettore JQ sarà solenoidale e regolare in tutto D, J, sarà
pure tale ad eccezione del punto Ps. Allora il flusso di J~s ïungo
una linea che circonda solo Ps si riduce al flusso di Js ed è indi-
pendente dalla linea considerata che potrà scegiiersi, per comodità,
un cerchio di centro Ps e di çui si farà tendere allo zero il raggio.
Con .considerazioni ben note, che qui non ripeteremo, si dimostra
che il flusso in discorso vale i$; Ie condizioni agli elettrodi sono
perciö verificate. E, ancora con considerazioni ben note, si trova

n
che il flusso di Ss <TS che circonda tutti gli elettrodi attraverso una

linea (in particolare la c) vale la somma delle correnti immesse
nella lamina.

5. Calcoliamo ora il flusso di J attraverso c ; tenuto presente la
(8) e la (11) troviamo :

(12) ƒ J*o x ndc — — 2, ƒ Js X ndc.
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Ma J*oxn vale —Va* -f- p2 - , come si dimostra subito rifacendo gli

stessi calcoli che hanno condotto alla (8), sostituendo perö W a Y,
Sostituendo nella (12) ricaviamo, ricordando | f{%) | — V a 2 + p* :

Ma per la solenoidalità e regolarità di <J0 il primo membro di
(12| uguale al membro di (13) deve essere nullo. Si ottiene oosl la
condizione (1) del FICHERA, che risulta soddisfatta, corne si è già
detto, in base alle (2), cioè in base alla stazionarietà délie correnti.

Infine, è bene notare che, applicando i metodi del citato arti-
colo del FICHERA, le ipotesi di regolarità su W, e le ipotesi su %
e p, potrebbero sostituirsi con altre, nieuo restrittive.


