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Yincënzo Viviani e la " figura di Torricelli , r

Nota di LuiGi CONTE (a Torino).

Sunto. - Come risulta dalle prime rigfoe della Nota.

La lettura di due Note, 1' una del BONFERRONI, nella qiiale
viene dimostrata una proposizione molto più generale del « teore-
ma di NAPOLEONE », (]) e Taltra del NATUCCI, relativa ai limiti
tra i quali è compresa la somma dei segmentl congiungenti i ver-
tici d'un poligono convesso con un punto ad esso interno, (2) lianno
richiamato alla mia memoria alcune ricerche di Y. VIVIAKI ri-
guardanti la cosidetta « figura di TORRECELLI » (3) ed un classico
problema di minimo: di esse voglio qui discorrere, sopratutto per
la maniera elementare e puramente geometrica con cui tali rieer-
che sono condotte dal loro Autore.

1. Fra le note ed aggiunte di YINCENZO YIVIAKI al Librö 1 di
ETJCLIDE, (4) si legge la seguente proposizione. «In ogni triangolo
rettangolo il triangolo equilatero costruito sulV ipotenusa è uguale (5)
alla somma dei triangoli equilateri costruiti sui cateti*.

Perché il lettore non abbia a sorridere come per una dichia-
razione di ingenuita, deve sapere (6) che il sedicenne YiviAsri,

(') C. BONFERRONI, TIn teorema sul triangolo e il teorema di Napoleone,
in « Boll. Un . Mat. It. », n. 1, î *50, pag. 85-89. Pe r un 'a l tra dimostrazione
dello stesso teorema, ved i : G. V A R O L I , Dt un teorema sul triangolo, ibi-
dem, n. 3-4, 1950, pag. 360-363.

(2) A. NATUCCI, Rela&iorii perimetriche in triangoli e poligoni, in « Pe-
riodico di Matematiche» , n. 2, 1951 pag. 98-101.

(3) Viene, di solito, cosi denominata la figura formata da un triangolo
e dai tre triangoli equilateri costruiti sui lati del primo.

(4) V. V I V I A N I , Quinto Libro degli Elementi di Euclide^ Firenze,
MDCLXX1V, pag. 1 5-132.

(5) VIVIANI , al pari di EUCLIDE, non fa distinzione fra uguaglianza
ed equivalenza.

(6) L e notizie storiche che seguono sono tratte da una lettera (3-21668)
del V I V I A N I , al gesuita ADAMO ADAMANDO, al quale, richiestone, inviava
della proposizione enunciata Ie dimostrazioni trovate una trentina d' anni
prima, e già a moltissimi alt ri da tempo c o munie at e.
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iniziando lo studio degli Elementi, senza V ausilio d' uu precettore,
era rimasto taknente colpito dal teorema di PITAOORA che, igno-
rando aneora quello che sulle aree dei poligoni simili si legge nel
Libro VI di EUCLIDE, si era subito domandato se la proprietà
valida per i quadrati non valesse pure per i poligoni regolari
aventi il minimo numero di lati possibile. Messosi al lavoro, con
gioia non inferiore a quella con cui PITAGORA avrebbe compiuto
la leggendaria eeatombe, trovö délia suddetta proposizione due
dimostrazioni.: nella prima vien provato che complessivamente i
due triangoli equilateri costruiti sui cateti equivalgono a quello
costruito sull'ipotenusa; nella seconda, invece/si procède in ma-
niera analoga a quella euclidea, viene cioè provato quale parte
del triangolo equilatero costruito sulFipotenusa équivale a ciascuno
dei triangoli equilateri costruiti sui cateti.

In seguito, quando aveva già studiato i primi quattro Libri
degli Elementi, meditando sulla figura che gli era servita per la

prima dimostrazione, il No-
STRO ne scoprï certe proprie-
tà « levia equidem, at scitu
non iniucunda, quorum non-
nulla Tyronibus (7) tantum
Geometris explicare libet »,
alcune delle quali valgono
pure se il triangolo non è
rettangolo (8).

2. Prima dimostrazione.
Costruiti i triangoli equila-
teri ABC, ABE. BFC sul-.
Tipotenusa AC e sui cateti
AB e BC del triangolo ret-
tangolo ABC (fig. 1), si con-
giungano E, F, D rispet-
tivamente con C} A, B (9)
sitracci la EG parallela &
BC: EG sarà altezza e me-

diana nel triangolo ABE, e di conseguenza

(7) P e r questa rag ione V I V I A K I si esprime in manie ra u n pö prolissa,
anche se classica.

(8) P e r le propr ié té délia « f igura di Torricelli » re la t iva ad u n tr ian-
golo qualunque } v e d i : A . JSTBPPI-MODONA, Sopra una proprietà del trian-
golo, in « Suppl. al Per iodico di Matematica », 1905, fase. V I - Y I I I , pag. 86 ;
A . COLUCCI, Su alcune proprietà del triangolo^ ibidem, 1915, fase. I X ,
pag. 134-135.

(9) VIVIANT, dimostra in seguito che queste t re congiungent i passano
per uno stesso pun to .
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Pertanto :

(1)

Analogamente, conducendo FH parallela ad AB, si dimostra
che :

(2) l

(3) &

Ma è pure:

A

quindi la (3) si scrive :

(3')

Sommando (1) e (2):

= AEBFCA.

= &BCB,

= ABCD = AEBFCA.

E togliendo da ambo i membri dell'ultima eguaglianza il tri-
angolo ABC:
(4) ^ACD = ^ABE + ^BCF.

Seconda dimostrazione. Condotta T altezza J5G relativa alF ipote-
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nusa AC (fig. 2), dico che :

337

= ^BFC.

Infatti, detti 1 ed H i punti medi di AB e AC, si traccino Ie
BH, EI, BB, EC, BH, Cl: risulteranno BH ed EI rispettivamente
parellele a BG e BC. Pertanto :

ed è pure

onde

cioè la prima delle (5)*
Analogamente si dimostra la seconda delle (5), e quindi per

somma si ha la (4).

8. Ritornando alla prima dimostrazione, TIVIANI consegue
qualche altro risultato.

vCircoscritti i cerchi ai tre triangoli equilateri costruiti sui lati

Fig. 3,
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del triangolo dato (fig. 3), sia I il punto d' incontro delle congiun-
genti AF, CE:

a) I segmenti DB, FA, EG congiungenti i vertici dei tre trian-
goli equilateri con queïli degli angoli del triangolo dato ad essi ri-
spettivamente opposti, sono uguali fra loro, ed uguali a E F con-
giungente i vertici dei due triangoli equilateri costruiti sui cateti-

Infatti, i due triangoli CAE< DAB sono sovrapponibili con una
rotazione di 60°, quindi CE = BD. Analogamente AF=DB, onde
AF=DB = CE.

Ma anche i triangoli ABF, EBF sono uguali, per avere due

lati ugualij ed uguali fra loro ed a Ö di retto gli angoli ABF, EBFf

sicchè EF^AF=DB = CE.
b) Le predette tre congiungenti passano per uno stesso punto

I : basterà dimostrare che i punti D, I, B sono allineati.
Infatti, dall' uguaglianza dei triangoli ABF, CEB, segue

FAB=zCEB. Inoltre

= ÏEA H- ÏEB -f- BAE = BEA -+- BAE — - retto, onde il cerchio cir-
ö

coscritto al triangolo equilatero ABC passa per L
2 2

Ma AID == JÖÏÖ = g retto, quindi anche AIE ~ g retto = ABE,

cioè anche il triangolo circoscritto "al triangolo ABE passa per I.
— - ^ 2 ^-^ • . '

E pure ElB — EAB—g retto — DlC; sicchè essendo E, I, C
allineati, tali s ar anno pure D, J, B.

Da questa proprietà segue 1' altra :
c) I 'sei angoli che Ie AF, BD, CE formano in I sono uguali.
d) I cerchi circoscritti ai tre triangoli equilateri ADC, ABE,

BCF, passano tutti per I.
È stato già dimostrato che i primi due di questi cerchi passano

per I; analogamente lo si dimostra per il cerchio BCF.
e) Se tenendo fissa la base AC si fa variare il vertice B del-

V angolo retto sul semicerchio di diametro AC, il punto I variera
sulV arco ACI terza parte del cerchio circoscritto al triangolo equi-
latero ADC.

f) Se ALC è il triangolo equilatero costrttito su AC nel semi-
piano non contenente D, al variare di B sul semicerchio di dia-
metro AC, i vertici E, ed F dei triangoli equilateri costruiti sui ca-
teti variano sui semicerchi di diametri rispettivi AL e CL.

Infatti, essendo CAL= ÉAE, aggiungendo o togliendo seconda
le posizioni di B V angolo ÉTL, si avrà CAB = LAE, ed i due
triangoli CAB, LAE avendo due lati e 1' angolo compreso uguali^
risulteranno ugaali, e quitidi EL = BC, e A Ê t = AB(? = l retto.
Analogamente per il vertice F.
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g) II punto I è quello la somma delle cui distante dai vertici
del triangolo ABC ed anche dai vertici del triangolo DEF è minima.

Infatti, ciascuno degli angoli AIC, ClIB, BIA, DIF, EI F,

EID è « di retto, e quindi per la prop. 6a deirAppendice alla

Divinazione dei Massimi e Minimi (lü) segue 1' asserto.

4. La propriété contemplata in (g) è caso particolare d'un pro-
blema di minimo di cui YIVTANI S' era già occupato.

Com' è noto.a lui si deve una divinazione del Libro Y delle
Coniche di APOLLONIO. la quale avrebbe dovuto comprendere tre
Libri ; ma non a'veudo PA. condotto a termine il terzo, ne pub-
blicö i primi due con 1'aggiunta d'una Appendice, nella quale
fece posto a delle proposizioni (1]) o perché non ^del tutto utili a
questo progettato terzo Libro, o perche non aveyano trovato in-
condizionata approvazione in coloro ai quali Ie aveva mostrate.
Tra Ie altre vi si legge la generalizzazione dJ un problema già riso-
luto da TOBRICELLI, in tre modi diversi, (12) nel caso d' un trian-
golo : « dato in un piano tin poligono convesso di n > 3 lati, tro-
vare un punto ad esso interno tale che sia minima la somma delle
sue distante dai vertici del poligono dato ».

La dimostrazione che YIVIAWI diede della risoluzione delP in-
dicato problema di minimo, fu ritenuta ingeniosam da CHR. H U I -
GENS, (13) nouostante egli trovasse che nella divinazione vivianea
non ei fossero « de fort grandes subtilités » : nel paragrafo seguente
vedremo in cosa consiste questa riconosciuta ingegnosità.

5. YIVIANT fa anzitutto un' osservazione preliminare. Sia dato
un poligono regolare Pn di n lati e di vertici Ai', detta cÜ,-(O) la
distanza che un punto qualunque 0 non esterno a P„ (in partico-
lare, il centro del poligono) ha dal lato AtAi+1 è

! lV ' perimetro '

(i0) Y. Y I V I A N I , De maximis et minimis geometrica divinatio in quin-
tum Oonicorwm Apolloni Pergaei adhuc desideratum, Florentiae, MDCL1X,
Libro I I , pag. 143-140.

(H) Forse anche a questo terzo Libro erano destinate alcune questioni
di massimo che troviamo, in numero di cinque, nel Libro I I I della divi-
nazione vivianea del « De locis solidis » di A R I S T E O IL VBCCHIO. P e r un
esame di questo Libro r imando ad un mio lavoro in corso di stampa in
«Archives Internat ionales d 'His toi re des Sciences».

(12) E. TORRICELLI , Operey a cura di Gr. L O R I A e G. YASSURA, Yol. I ,
P a r t e I I , pag. 90-97.

(13) CHR. H U Y G E N S , Oeuvres complètes, Tome I I I , pag. 61, v e d i : le t tera
de l 7-44660, a Heins ins .
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e quindi, se 0' è un' altro punto del piano di P„, è sèmpre

(9)
i i

il segno di disuguaglianza valendo solo se 0' è esterno al poligono.

TEOR. I. - La somma délie distante d} un punto P dat vertici
Ai à" un quaïunque poligono regolare è minima se quel punto è il
centro 0 del poligono.

Infatti, conducendo per i vertici A{ Ie perpendicolari ai segment!
0Ai9 si ottiene un poligono PJ di vertici A/, simile a quello dato
e concentrico con esso. Se ora abbassiamo da P Ie perpendicolari
hi sui lati di questo nuovo poligono, per la précédente osserva-
zione è

£ OAi < I hi.
i i

Ma essendo Ie perpendicolari minori délie oblique

TEOR. II. - Se da un punto 0 partono in un piano n segmentï
ij e gli angoli AiOAi v-i sono tutti ugual% e sel è un' altro punto-

quaïunque dello stesso piano, è

(ïi) 2 0At < 2 IA;.
i i

Infatti, se ad esempip 0Ax è il maggiore dei segmenti dati
per 0, si stacchi sulla semiretta 0Ax il segmento 0PY>0Ax, e
sulle altre semirette per 0 i segmenti 0Pi= 0Pv ; si otterrà un
poligono regolare di vertici P{, e quindi^ per il teor. précédente,

ï OP, tcïlP^l (IA, -H Aft),
i i i

don de la (11).
Infine VIVIANI aggiunge che il teor. II vale anche per il trian-

golo ABC ciascuno degli angoli del quale sia inferiore a 120°,
dopo aver provato ene, in tale ipotesi, gli archi capaci di 120°'
descritti sui lati AB e BC internamente al triangolo, si segano in
un punto interno al triangolo stesso.

E credo si possa concludere, nonostante il poco sereno giudizio
di ROBERVAL, (14J che sia davvero geniale questa generalizzazione,
ottenuta con mezzi puramente geometrici, d' un problema venuto
d' oltre Alpi.

(14) Vedi: A. AGOSTINI, Problemi di massimo e minimo nella corrispon-
den&a di E. TORRICÊLLT, in « Kivista di Matemaüca délia Università di
Parma», 2, 1951, pag. 265-275.


