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Funzione génératrice
dei prodotti di due polinomi ultrasferici.

Nota di AI/ESSANDRO OSSICI^I a (Borna).

Suiito • II lavoro è riassunto nelV' introduzione.

a) Ci proponiamo di determinare la funzione génératrice dei
prodotti di due polinomi ultrasferici

__[^2] (— l)w2w-gmr(X -+- n — m)xn-Tm

ove F è la funzione G-amma euleriana di seconda specie^1).
Griungeremo alla funzione génératrice applicando la relazione

(*) Cfr. G-. SANSONE, Sviïuppi in serie di funzioni ortogonali, (Zani-
chelli, Bologna 1949) p. 274.
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integrale :
oo

(1) fe-Mbs)Mc^ = -±= ft.ff» + £ e - C), 0
ove JV e Qv — j rappresentano, rispettivamente, la funzione di
BESSEL di prima specie e la funzione di LEGKENDRE di seconda
specie.

b) Dallo sviluppo sui polinomi ultrasferici

abbiamo

J o

J e-»—aLi^VÏ^iï Ji_i M* =

L'intégrale a primo membro délia (B) è dato per la (1) da

-«)jr3L_JL (gy i — x') J7^i{zu)dz =
r
j e

0

Per l'intégrale a secondo membro (integrale [di HAKKEL) (3)
si ha

oo

(5) ^
x~ir(2X ri 1 w l\-^-« / n

ove î 7 (4) è la funzione ipe rgeomet r i ca di GrAUSS.

(2) Cfr. Gr. 1N\ WATSON, A treatise on the theory of BESSEL functions,
(Cambridge 1948), p. 149.

(3) Cfr. G-. W. WATSON, op. cit. (2) p. 385.

(4) Cfr. Gr. SANSONE, Lesioni sulla teoria doue funsioni di una variabile
complessa, Volume II , (Padova 1949), pp. 58-71.
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Tenendo conto del fattö che

n n 1 1 u*\ __
2' ~ " 2 ' ~*~2' ~*~2' ~~¥) ~

+n -/ 1 n _ w ,
T + 2 ^ - 2' ^ 2> ^

1 n ' n ^ 1

la (5) puö porsi sotto la forma
00

(6) fe-zhzx+n-ï Jx~
o

r / i \ V

Utilizzando i polinomi ultrasferici

la (6) diviene :
00

r

'4X * n\ r(2X) / ^ r A - ï p a ) /

A causa delle (4), \1) dalla (3) si ha quindi

. — 0!*^flC*)^

(5) Cfr. G. SANSONB, op. oit. (4) p. 61.

(6) Cfr. L. TOSCANO, Funeione génératrice dei prodotti di polinomi di
LAGUEEEE con gli ultrasferici, « Boll. dell'U. M. I. », serie I I I , anno V

n. 2, giugno 1950, p. 145.
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Posto

otteniamo ( | t/ | <; 1, | s | < 1)

J
(9) r(X)r(2X)r(i) («Vf1 - *')(1 - y') ) ( l - * 2 ) ( 1 - 2/8)/

Lo sviluppo (9) se si utilizza la formula di duplicazione del
I J E GENDRE

(10) 2*

diviene

c) Lo sviluppo (11) per y = 1 si riduce alla funzione genera-
trioe ctet polinomi ultrasferici.

Infatti per y = 1

lim

quindi ( ] z \ < 1)
1

( 1 - s2 —

d) ÜFacciamo ora uua seconda applicazione della (1).
Dallo sviluppo (9)

(12)

(?) Cfr. G-, SANSUNE, op. cit. (4) volume I (Padova 1950), p. .186.
(8) Cfr. E. W . HOBSON, The tJieory of spherical, and ellipsoïdal har-

monies^ (Cambridge, 1951), p. 195.
(9) Cfr. a . K". WATSON, op. cit. (2) p. 148.
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se teniamo conto della (1) e della

T(2l -+- 2n H- 1)f 1

o

abbiamo moltiplicaado per e~az ed integrando tra 0 ed oo :

(13)

- 1) M~o 2*"w ! r(^•+ » +

che per la (10) diviene anche

w + if n •

(14)
1\„ a+i

Posto
C2 __

si deduce ( x \ < 1,' ^ | <C T

a = 1, a; = — — j — , xs = 2&2

r(X-hl)

Introducendo i polinomi di JACOBI

lo sviluppo diviene :

J ;«.-ra'
(16)

,(X, - 2 5 . — 2 n — 1 ) ,
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ed anche

X , — 2 ? k — 2 H — 1 ) ,

ove B è la Bèta euleriana di prima specie. (10)
Se in questo sviluppo si pone x = 1 poichè :

(X, _2x-2n—i)M, r(À + w + l)
(1) p/^ TT j — ,

l i m QX- { / + ZX — J\ _ ^A .+. ^ ^(1 „ ^

si ha ( | z ! < l )

oo

cioè lo sviluppo in serie binomiale délia (1 — 0)—*— j .

(«) Cfr. G. SANSONE, op. cit. (1) p. 279.


