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Funzione generatrice
dei prodotti di due polinomi ultrasferiei.

Nota di ALESSANDRO OsSICINI a (Roma).

Sunto - Il lavoro é riassunto nell’introdusione.

a) Ci proponiamo di determinare la funzione generatrice dei
prodotti di due polinomi ultrasferici

N e e
S m — 2m) Tm | TN )

m=0

ove I' & la funzione Gamma euleriana di seconda specie (*).
Giungeremo alla funzione generatrice applicando la relazione

(t) Cfr. G. SANSONE, Sviluppi in serie di funzioni ortogonali, (Zani-
chelli, Bologna 1949) p. 274.
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integrale:

[ee]

1 24 b + ¢
w o) s = — 0 (g) O
0

ove J, e @1 rappresentano, rispettivamente, la funzione di
BessEL di prima specie e la funzione di LEcENDRE di seconda
specie. .
b) Dallo sviluppo sui polinomi ultrasferici
o phtr—

(@ ef_1(eVi—a) = IO eyi—wp-+ PR _n) PV
r (\2)

abbiamo
P
J e=0=J, _1(@V1— o) Jy_t (bu)de =
4 v
(3) ) o
(A
= ey 2\/1 — x?)l_% 3 . Dol i Y 1 (pu)dz.

F(%) wmo T+ 1) J

1, integrale a primo membro della (3) & dato per la (1) da

f o:-'z(h—””J —i (e V1i=x)J,_ 1 (pu)dz =
4) ’ . )
==l i)

Per I’integrale a secondo membro (integrale [di HANKEL) (%)

gi ha .
[e 0]

f e 3 g A— 4 (pu)de =
(5) 0
a—4
w22\ + n)

3\ —A-n 1. 1w
1)(1+%) F(‘%"'g““‘ k*’"_qi-)’

2} 3 k2nr (x +5
ove F (') & la funzione ipergeometrica di Grauss.

(®) Cfr. G. N. WarsoN, 4 treatise on the theory of BESSEL functz’ons;
{Cambridge 1948), p. 149.

(®) Cfr. G. N. WaTsoN, op. cit. (2) p. 385.

(4) Cfr. G. SANSONE, Lezioni sulla teoria delle funsioni di una variabile
complessa, Volume II, (Padova 1949), pp. 58.71.
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Tenendo conto del fatto che

n 1 N 1 u*
~% —w oty ity )=
u\+n 1 1 2
___(1—&—’;-) F()\+§+g’,)\+g,)\+2, %’_’>,(5)
-1 n ) 1 u?\
F()\+§+§,)\+§,)\+Q;—’—c§>=

wt\—— \ VT w—k

la (5) pud porsi sotto la forma

00

(6) f Pt L(eu)dz =
0

-4 :
w2 T@X+mn)
2= o)

1 Vi — k)(l N u’)‘l*%

F(2)\+n R e —
2 2VErw

Utilizzando i polinomi ultrasferici

@2\ + n) : 1 1—x
la (6) diviene:
(o)
[ e s g 1 (zu)dz =
3 .
WF nl TEN -3 o) (__k
e el L (R I v
25 ks +”1“<l+§>‘ +u

A causa delle (4), {7) dalla (3) si ha quindi
1 k*—2kx + 1 + u®
—— -1 —_— =
(uV1 — a?) ( 2uV1i — x? )
1
B F(L)F(27\)F(§> o n! ( 1 >1+ Oy PO ( k )
) ) ()

®)

2

(°) Cfr. G. SANSONE, op. cit. (4) p. 61.

(6) Cfr. L. Toscano, Funzione generatrice dei prodotti di polinomi di
LAGUERRE con gli ultrasferici, « Boll. del’U. M. L. », serie 1II, anno V
n. 2, giugno 1950, p. 145.
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Posto
VE + u? 2
otteniamo ( |y | <<1, | 2| < 1)
1
'F()""g) » 1 < 1+ 2° — 2yxz )
2zV([1 — 21 — o9

©) m)r(m)r(%) EV{I — )t — gy

— 3 " pO Dy
Lo sviluppo (9) se si utilizza la formula di duplicazione del
LEGENDRE

(10) 2‘11—11*(5)1“(;; + %) — F(%)F@z} 0)
diviene
(11) . oy

‘ 1422 —2yxe -\
[PORA V(T — 2t — y)P Gt (2zv'<1 — 21— m)—

%0 n!
ZoTo w0

W@ P y)-

¢) Lo sviluppo (11) per y=1 s1 rlduce alla funmone genera-

trice dei polinomi ultrasferici.

Infatti per y =1
T2\ 4 n)
n! T2)°
0 ( A+ 2% — 2yay )
I Y Ty —m)._ [rp)f2—t
y—1  (2zV{[1 — a1 — y*)p F@A)(1 + 2* — 2xz)

PV =

quindi (12| < 1)

1 — 3 ap®
T= e —2map — 2T

d) Facciamo ora una seconda apphcazmne della (1).
Dallo sviluppo (?)

Jx(b2)J2(c?) =
12) __ (bepra © (— 1)reng be
_22}»[‘()\4_ 1) et Qg r{)\+n+1)F(—%, -—-—)\—'n, A+ 1,(?)

(") Cir. G. SANSONE, op. cit. (4) volume 1 (Padova 1950), p. 186. -

(®) Cfr. E. W. Hosson, The theory of spherical, and ellipsoidal har-
monics, (Cambridge, 1951), p. 195.

(?) Ofr. G. N. WAaTsoN, op. cit. (2) p. 148.
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se teniamo conto della (1) e della
e}
T2\ + 2% + 1)

2n--2hg—az gy —
[z +Pheide = a?itemt1 0

]
abbiamo moltiplicando per e~ ed .integrando tra 0 ed oo
1 0,1 (a'z + b+ c’)
— Qi) =
(13) ﬂ(bc);‘+% 2 2b(‘
1 ®  (— 1)eT(2) : b
(— 1)e* T (2 + 25 + 1) F(‘——n,—)\——n,)\_+1,?>

T 4+ 1), 20 270 T+ n + Lja? ntt

che per la (10) diviene anche

i+ 1)

i <a2+b2+c?> _
D aepts 2 -
I‘(Q)(bc) ;

2be

(14)

o (— 1)"c'"l‘<>\+n+%> be
=3 e (o w1
Posto :

a=1, :Ei:cﬁﬁ, xz = 2b* — ¢,

si deduce (|m|g1,’ )z|<i)
'+ 1 ‘ 2 4z — 32
: ( ) )‘+le—%(—1:>—'
= L —x\""2 4]/ = »
F<2)<z 2 ) zl

X
\ 2

(15) .
o1 1 . 1—x
:Oi,un—![‘<)\+n+§)17’<—n, —A—nn, >\+1, T).
Introducendo i polinomi di Jacosr
(o B) Lo +n + 1) 1—x
P”aB(x)sza-c—p-f—n-c—l,——'n,oc+1, ) i
lo sviluppo diviene:
1 2+ 2z — 32
* s e i
e
2 B) 2
(16)

1
B z”l“()\+n+§) (A, —2)—2n—1)

2 y —2\—2n—
=2z T+ n+1) Pu ()

==0
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ed anche
1- 0 1 24z —3z

T Ty ——— =
R by
-3 D) 2

@© 11 D)o

= 3 z"B()\—f—n-f—‘—, —) G =221 ),

7=0 2’2

ove B & la Beta euleriana di prima specie. (})
Se in questo sviluppo si pone & =1 poiché:

I} +n+1)

(O, —2—20—1)
Pn O =Tt

1 : - P
lim —— L g item 3 :B(>\+ 1 .1)(1-—,2) e
T)H% 1—a 2’2

SR

si ha (|2|<<1)

___1_....__ — —_—
L —zts "=l I‘()\ + —)

cioé lo sviluppo in  serie binomiale della (1 — z)—*— 3

(*°) Cfr. G. SANSONE, op. cit. (1) p. 279.



